ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Préparation a l'oral - Feuille n°2

Exercice 1 (CCINP 2024)

Soit (uy,), une suite de réels strictement positifs et £ € ]0;1].

Up+1

—— ¢, alors ) _u, converge.
U, n—o0

1. Montrer que si

. n!
2. Nature de la série ) ;—7
n

Corrigé : Exercice 6 CCINP 2024

Exercice 2 (CCINP 2024)
Soit E un K-ev et f € Z(E) vérifiant f2 — f —2id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.

2. Etablir E = Ker (f +id) & Ker (f —2id)

en utilisant le lemme des noyaux puis sans 'utiliser.
3. On suppose désormais E de dimension finie. Montrer
Im (f +id) = Ker (f — 2id)

Corrigé : Exercice 62 CCINP 2024

Exercice 3 (CCINP 2024)

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire a valeurs dans N. On note Ry
le rayon de convergence de la série entiére Y P(X = n)t" et Dg, le domaine de définition de

+00
Gx :t— Y. P(X =n)t"
n=0

1. (a) Prouver que Rx > 1 puis justifier que [—1;1] C Dg,. Pour ¢t € [—1;1], exprimer
Gx(t) sous forme d’une espérance.
(b) Soit k entier. Exprimer P(X = k) en fonction de Gg)(()).
2. (a) On suppose que X ~ Z(\) avec A > 0. Déterminer D, puis Gx(t) pour tout t € Dg.

(b) Soient X et Y indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres respectifs \ et
(. Déterminer la loi de X + Y.

Corrigé : Exercice 110 CCINP 2024

Exercice 4 (Mines-Telecom 2024)

Soit U € .4, 1(R). Etablir det(I, + UUT)=1+UTU

Corrigé : On munit E = R" de sa structure euclidienne canonique. On note % la base canonique
et u € E tel que matzu = U. La matrice I, + UU T est la matrice dans la base € de I'application
r € Ew— x4+ u(u,z). Posant v = u/||ul|, on a



det(I, + UUT) = det(f) avec f:z€Ewr x+ |lul*(z,v)v
et dans A base orthonormée de E obtenue par complétion de (v), on a

matyf = diag(1 + [lul?,1,...,1)

On conclut det(I, + UUT) =1+ |jul|>=1+UTU

Remarque : La complétion orthonormée est un résultat de cours. Mais en réalité, on pouvait
aussi simplement compléter la famille (u) en base orthogonale de E.

Exercice 5 (Mines 2024)

Soit (G, x) un groupe abélien et z, y des éléments de G d’ordres respectifs a et b entiers premiers
entre eux. Montrer que o(zy) = ab.

Corrigé : Sia = 1 ou b = 1 ce qui signifie z = e ou y = e, alors le résultat est trivial. On
suppose a,b > 2. On a

(xy)®” = (@°)°(y")" = €
d’ott o(zy)|ab. Soit k entier nul tel que (zy)* = e. Il vient
(zy)ke = (z9)ryhe = gho = ¢ et (zy) = PP = 2P = e

d’ou blka et a|kb. D’aprés le lemme de Gauss, il vient blk et a|k d’ot a V bk et on a a Vb= ab
puisque a A b = 1. En particulier, on a ab|o(zy) et on conclut

o(zy) = ab

Exercice 6 (Mines 2024)

+0o0
Soit P = ;. X* € R[X] non nul. On note
k=0

r*(P) = Card P7'({0})N]0;+00[ et N(P)= Card {k € N | a; # 0}
1. Que dire de P si N(P) =17 N(P) =27
2. On suppose P non constant. Montrer

rHP) <t (P) + 1

3. On suppose P(0) = 0. Montrer r(P) < r™(P’)

4. Montrer rt(P) < N(P) -1

5. Soit n entier, des réels 0 < 1 < ... < x, et des entiers 0 < p; < ... < p,. Montrer
det (:Ufj)lgi,jgn 7

Corrigé : 1. SiN(P) =1,ona P =aX" avec a # 0 et si N(P) =2, on a P = aX" + 5X? avec
n > p et a, £ non nuls d’out

Si N(P) = 1, alors 7" (P) = 0 et si N(P) = 2, alors 7" (P) = 1 si af < 0 et 0 sinon.

2. On note r = r*(P) et 1 < ... < z, les racines de P dans |0;+oo[. D’aprés le théoréme de
Rolle appliqué a la fonction x — P(x) dérivable sur R, il existe y; € | x; ;241 [ tel que P'(y;) =0
pour tout ¢ € [1; r — 1]. Ainsi, on a



O<ri <y <2< ...<Zp_ 1 <Yp1 <Yy
On en déduit r*(P’) > r — 1, autrement dit

rt(P) < rt(P)+1

3.0nnote 0 =xg < x; < ... < x,_1 les racines de P dans [0; +oc [. Toujours d’aprés le théoréme
de Rolle, il existe y; € | x;_1;2; [ pour tout i € [1; r — 1]. Ainsi, on a

O=zo<y1 <21 <...<Yp_1 < Tp_1
On en déduit r*(P") > r — 1 et on remarque r — 1 = r*(P) d’on

Si P(0) = 0, alors ™ (P) < r™(P’)

4. On procéde par récurrence sur N(P). L’inégalité est satisfaite pour N(P) = 1. On la suppose
vraie pour tout polynéme @ jusqu’a un rang N(Q) = p — 1 entier non nul fixé. Soit P € R[X]
avec N(P) = p. On note

{kEN|ak#O}:{ko,...,]€p_1} avec 0<k‘0<...<l€p_1
d’ou P =ap, X"+ +ap,_ Xkt =XPQ avec Q= ag, + ...+ ay,_ X1 7Ro

On a N(P)=N(Q) et rT(P)=r"(Q)
Par ailleurs, comme Q(0) # 0, on trouve
N(Q) =N(Q) -1 <N({P) et r7(Q) <r"(Q)+1
et par hypothése de récurrence, il vient r*(Q’') < N(Q') — 1 d’ou
rT(P)=rf(Q) <NQ)-1+1=NQ)=N(Q)-1=N(FP) -1
ce qui clot la récurrence. On a donc établi

r+H(P) < N(P) — 1

5. On note A = (xfj) . Supposons A non inversible. On dispose de Ay, ..., A, non tous nuls

1<i,j<n

tels que Y \;C; = 0 ou C; désigne la j-iéme colonne de A. Ainsi, notant P = Y A\;X?/, on a
j=1 j=1

Vie[l;n] P(z;) =0
d’on r*(P)>n et N(P)<n
ce qui contredit I'inégalité établie & la question précédente. On conclut

det (z}7)

1<i,5<n 7

Exercice 7 (Centrale 2024)

Soit E = ., (C). On définit le rayon spectral d’une matrice noté p par

VAeE p(A) = Aé\é[g(};) |A|

1. L’application p est-elle une norme sur E7

2. Soit A € E. Montrer que pour toute norme d’opérateur sur E, on a

Vpe N p(A) < ||AP|e



3. Soit || - || une norme sur E et A € E. Etablir

|| AP||H/P v p(A)

Corrigé : 1. Pour N nilpotente non nulle, on a p(N) = 0 et par conséquent

Le rayon spectral n’est pas une norme sur .#,(C).

2. Soit A € Cet X € #,1(C) {0} tels que AX = AX. Pour p entier non nul, on a APX = \’X
d’ou

AP = [JAPX] < A7 ffop IX]
et comme || X|| # 0, il s’ensuit

AP < A7 ]lop

On conclut VpeN*  p(A) < ||AP||MP

3. Si p(A) = 0, alors Sp(A) = 0 d’ou A nilpotente et le résultat est immédiat. On suppose
p(A) > 0. Montrons le lemme suivant :

Lemme 1. Soit A € #,(C). On a
p(A) <1l = AP —0

p—00

Démonstration. On suppose p(A) < 1. On dispose de P € GL,(C) telle que
P~TAP = diag(ALy,, + Ta)aesp(a)
avec les T) triangulaires supérieures strictes. On pose
B=PDP! avec D= diag(ALy,, )respa) et N = Pdiag(TA))\esp(A)P_l

Ainsi, on a A = B+N avec B diagonalisable, N nilpotente car semblable 4 une matrice triangulaire
supérieure stricte et un produit par blocs montre BN = NB. On note ¢ ’ordre de nilpotence de
N. Pour p > / entier, on obtient avec la formule du binéme
-1
_ _ —knTk

AP= (BN = T (BN
On note D = diag(Aq,...,\,) avec les A; € D(0,1) puisque ce sont les valeurs propres de A.
Pour A € D(0,1), on a par croissances comparées

(2))\”_’“ _ p(p — 1)...(p—k:—|—1))\p_k p_k)\p_k 0

k! p—=too k! p—+oo
On en déduit (;)DP~* = diag ((i) MR () )‘Irjt_k) P00 Or

et pour k € [0; ¢ — 1], application M — PMP~IN* étant linéaire en dimension finie donc
continue, il vient

(BN 0y

p—+00
=1
d'on AP = 3 (P)BPENF ——; 0
k—0 p—+00




On munit 'espace E d’une norme d’opérateur. Soit € > 0. On pose
1
p(A) +¢

p(A)
p(A) +¢

A+:

On a p(Ay) = <1

et d’aprés le lemme AP —0

p—0o0

On en déduit qu’il existe un seuil N entier tel que pour p > N

AL flop < 1
d'oit p(A) < AP[Sf” < p(A) +e
ce qui prouve ||A7’||(1)1/3p — p(A)
p—>00

Enfin, par équivalence des normes en dimension finie, on dispose de «, 5 > 0 telles que

YMeE oMo < [[M] < Bl[M]

d'ot WpEN* alP||AP|lof” < || AP|[VP < BYP||AP|of
Par encadrement, on conclut |AP||Y/P —— p(A)
p—00

Exercice 8 (Centrale 2024)

Pour n entier non nul, on note 2(n) le nombre de facteurs premiers de n comptés avec multiplicité

et on pose A\(n) = (—1)4™ et A(n) = %)\(d).

1. Soient m, n deux entiers non nuls premiers entre eux. Etablir
A(mn) = A(m)A(n) et A(mn) = A(m)A(n)

2. Déterminer une expression simple de A(n) pour n entier non nul.

3. Pour z € C avec |z| < 1, montrer

+i"h()

11—2

= Z n?
Corrigé : 1. On note D,, I'ensemble des diviseurs de n entier non nul. On a

Vn € N Q(n) = > vy(n)

peEP

Soient m, n entiers non nuls. On a

VpeP vp(mn) = vp(m) + vy(n)

d’ott >_up(mn) = > vp(m) + 3 vy(n)

peEP peEP peEP

et par conséquent A(mn) = A(m)A(n)



D, X D,y — Dy
On pose :

(di,dy) +—— didy

L’application est bien définie : si dq|n et dy|m, alors dyds|mn. Soient (dy, ds), (dy, d,) dans D,, xD,,
tels que dydy = djdj. On a dy|d|d, et dy A dy =1 puisque d; Am =1 et dy|m. D’aprés le lemme
de Gauss, il s’ensuit d;|d| et de méme dy|d,. Par symétrie des roles, on obtient que d;, d sont
des entiers associés donc égaux et de méme avec dy, d, d’ou l'injectivité de 7. Soit d € D,,,,. On
pose di =dAn et dy =dAm. On a dy|n et do|m et comme n A m = 1, alors d; A dy = 1. De
plus, on a d;|d et dy|d d’ott dyds|d. Puis, d’aprés la relation de Bézout, on dispose de a, b, u, v
dans Z tels que

dy = ad+ bn dy = ud +vm

d’ou didy = d(aud + avm + bu) + mnbv

Or, on a d|lmn d’ou d|d;dy et par conséquent, les entiers d et djdy sont associés donc égaux.
Ainsi, application 7 est surjective et on conclut & sa bijectivité. Par conséquent

A(mn) = >3 Md) = > Adidy) = > AMd)A(dz) = > Adi) D2 Ada)

dEDmn (dl,dQ)GDm XDn, (d17d2)6D'm XDn, dl €Dm, d2ED7L
On conclut

V(m,n) € (N*)2 avec mAn=1  AXmn)=AXm)A(n) et A(mn)= A(m)A(n)

Remarque : La fonction A est dite multiplicative. La fonction A est complétement multiplicative
puisque la propriété établie a lieu sans la contrainte m et n premiers entre eux.

2. Soit ¢ € P et « entier non nul. On a

D ={l,q,...,q°} et Vke[0;a] Q") =k

n 1— (=1)H! 0 si « impair
puis A= 3 (-0 = (1) = =
4€Dge k=0 1  sinon
Soit n entier non nul. Il vient
0 sidpeP|uv(n)impair
peP PEP 1 sinon

1 sin carré

On conclut Vn € N A(n) =
0 sinon
3.0n a V(n,k) € (N2 [A(n)z"*] < |2™
+o00 [/ +00 +00 ’Z|” +00 ‘Z’” 1
c > = (S =« <
(n,k) E(N*)2 n=1 \k=1 a1 =2 Tl — 2] T (1= |2)?
ce qui prouve la sommabilité de la famille ()\(n)z”k)(n Rye ()2 D’apres le théoréme de Fubini, il
vient
" +oo [/ +oo " +00 /\<n)27l
S A= 3 (Sament) = A
(n,k)e(N*)2 n=1 “k=1 n=11—"2%



La famille (L,,),, - avec
Vm e N* L, ={(n,k) € (N*)* | nk = m}

est un recouvrement disjoint de (N*)2. Ainsi, d’aprés le théoréme de sommation par paquets, on
obtient

(n,k)e(N*)? meN* k)ELn
= 2 < 2 A(“)) M= <Z)\(n)) =32
meN* \ (n,k)Ely, meN* \ n|m £LeN*
On conclut 2 An)2" = Zz
=11l — 2"

Exercice 9 (Polytechnique 2024)

Déterminer espérance et variance du nombre de points fixes d’une permutation tirée selon une
loi uniforme dans S,,.

Corrigé : On suppose n > 2. Soit (€2, .27, P) un espace probabilisé et o ~ %, . Le nombre de
points fixes de o peut s’écrire X = > 1{5(x)=} qui une somme de variables de loi de Bernoulli.

On a

Card {oc €8, | o(k) =k}
Card S,

Choisir une permutation fixant & € [1; n] revient a choisir une permutation de [1; n] ~ {k}

ce qui équivaut a choisir une permutation de S,_;. Ainsi

Vke[1l;n] Card {c €8S, | o(k) =k} =(n—1)!

Vke[lin] Lo ~BEBo(k) = k) avec Blo(k) = k)=

Par conséquent VEe[l;n] Liotky=ky ~ % (1/n)

Par linéarité de 'espérance, il vient

E(X) = kzZ:IE(]la(k):k) = i% =1

Puis, on trouve

V(X)=V (,;1{“““}’“) = ];V(]l{aw):k}) +2 > Cov(Lie@y=ip> Lio(i)=j})

1<i<j<n
On a VEe[1;n] V(L ior)=k}) = L (1 - %)
Puis, pour (i,7) € [1; n]? avec i < j, il vient d’aprés la relation de Kénig-Huygens
Cov(Lis=i}s Lio()=1) = E(Lto@)=nLio()=}) = E(L{o)= ) E(L{()=5)

1

n?
Choisir une permutation fixant ¢ et j avec 1 < 7 < j < n revient a choisir une permutation de
[1;n]~{ij} ce qui équivaut a choisir une permutation de S,,_5. Ainsi

Vi<i<j< Card {c €8S, | (i) =1, o(j) =7} = (n—2)!

= E(L{o()=i,0()=5}) —

7



Qo ():§%<1—l>+2 ™ <n(;_i>

n—1) n?

1<i<j<n
1 n(n —1) ( 1 1 ) 1 n—1
—1—— 12 ) =1 t1-

n * 2 n(n—1) n? n * n
On conclut EX)=1 et V(X)=
Remarque : Sin=1,ona X =1don V(X) =0.
Exercice 10 (Polytechnique 2024)

+00 [N
Trouver un équivalent de k;ﬁ lorsque n — +00.
Corrigé : Soit n entier non nul. On pose

tn
vVt >0 ft) = o = e?® avec (t) =nln(t) —tIn(2)

1
On a f € €mR:,R) et f(1) L= (t_2> dou f € LY(R,,R) et >_f(k) converge d’aprés le

critére de d’Alembert. La fonction ¢ est dérivable et on trouve

VE>0  Q(t) = % ~In(2)

n
PR / < <
d’ou Vit >0 cp(t)\0<:>t\ln(2)
+00 +oo
On va chercher a comparer la somme S(n) = > f(k) a 'intégrale I(n) = f(t) dt. Avec le
k=1 0
changement de variables u = ¢In(2), on trouve
1 oo _ T(n+1) n!
I - - ute U —
(n) 1n(2)n+1/0 du T (@) In(2)n
On note N(n) = L 7(12)J Par croissance de f sur [0;N(n)], il vient
n
V<N vielh-1:k] [ f@)dt< f®)
k-1
d’ou / f)ydt < > f(k)
0 k=1
k+1
et VE<N(n)—1 Vtelk;k+1] f(k) < f(t)de
k
. N(n)
d'on 3 f(k) < £(N / 0
Par décroissance de f sur [N(n) + 1;+o00 |, il vient
k+1
VE>N(n)+1 Vtelk;k+1] f(t)dt < f(k)
k
+oo +00
d’ou / fyde< > f(k)
N(n)+1 k=N(n)+1



k
et Ve>N(n)+2 Vtelk—-1:k] f)< [ f@)dt

k—1

+00 +oo

d'on S F(R) < FN@) 1) + / £(t) dt
k=N(n)+1 N(n)+1
Par sommation, on obtient
N(n)+1

N(n)+1
I(n) —/ f(t)dt < S(n) < f(N(n)) + f(N(n) + 1) 4+ L(n) —/ ft)dt

N(n) N(n)
Par ailleurs, on a

n

o < s () SN0+ <5 (55 /Nl::mf(”dtgf ()

n

d'oit I(n) — f <@> <80 <1 +2f (1nT(L2)>

Avec I'équivalent de Stirling, on trouve

n\" 1
), . (E) ()

ot f (ﬁ) - (%) @ = o(I(n)

On conclut S(n) ~ I(n)=




