ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Préparation a ’oral - Feuille n°3

Exercice 1 (CCINP 2024)

1. Soient (uy), et (v,), deux suites réelles positives non nulles a partir d’un certain rang.

Montrer Uy ~ Uy = > Up,» U, de méme nature
n—+oo

1
((=1)" 4+ 1) In(n) sin (—)
3 n
2. Etudier la convergence de la série .
v nz;z vVn+3—-1

Corrigé : Exercice 7 CCPINP 2024

Exercice 2 (CCINP 2024)

Soit E un espace euclidien.

1. Un endomorphisme u € Z(E) vérifiant (u(z), z) = 0 pour tout = € E est-il nécessairement
I’endomorphisme nul ?

2. Soit u € Z(E). Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(a) uou* =u*ou;

(b) V(z,y) € 2 (u(x),uly)) = (u*(x),u"(y));
(c) Ve e B flu(@)]| = [lu* ()]

Corrigé : Exercice 63 CCPINP 2024

Exercice 3 (CCINP 2024)

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N? dont la loi est donnée par

V(. k) eN? P((X,Y) = (j, k) = %

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables sont-elles indépendantes ?

2. Prouver l'existence de E(2%Y) puis la calculer.

Corrigé : Exercice 97 CCPINP 2024

Exercice 4 (Navale 2024)

Déterminer 'ensemble des matrices de ., (K) commutant avec les matrices de rang égal a 1.

Corrigé : Soit A € #,(K) qui commute avec toute matrice de rang égal & 1. Soit X € ., 1(K)
colonne non nulle. On a

A(X]|0...0) = (AX]0...0) et (X]0...0)A = (a11X]a12X...a1,X)
d’ou AX =0a1;X et Vje[2;n] a;; =0

Plus généralement, en plagant X sur la i-iéme colonne d’une matrice constituée de zéros, il vient
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A(0...0[X[0...0) = (0...0]AX[0...0) et (0...0/X[0...0)A = (a;:1X|a2X ... a;,X)

d’oul AX=0a;;X et Vje[l;n]~{i} ai; =0

On en déduit A € Vect (I,,). La réciproque est immédiate et on conclut

L’ensemble des matrices de .#,,(K) commutant avec toute matrice de rang égal a 1 est Vect (I,,).

Variante : Soit E = K" et u € Z(E) qui commute avec tout endomorphisme de rang égal a 1.
Pour = € E \ {Og}, on choisit F, un supplémentaire de Vect (x) et p, le projecteur sur Vect (x)
parallélement & F,. On a Im p, = Vect (z) d’ott rg (p,) = 1 d’ott wo p, = p, ou et en particulier

u(zr) =uopy(x) =pgou(x) =p(u(z)) = Az avec N\, €K
Pour (z,y) famille libre de vecteurs de E, il vient
wax+y) —ulx) —uly) =05 <= (Maty — )T+ Aory — Ay = 0g

d’ott A, = A,. Par conséquent, notant (es,...,e,) la base canonique de E, on obtient u(e;) = Ae;
pour tout i € [1; n] avec A € K d’ou u € Vect (id ). La réciproque est immédiate.

Exercice 5 (Mines-Telecom 2024)

—Un

Soit (uy,), la suite définie par wuy réel et u,3 = pour n entier. Déterminer la nature de

n+1
>y, et Yo (—1)"uy,.

Corrigé : Quitte a considérer (u,),>1, on peut supposer ug > 0. Par récurrence, on en déduit
u, > 0 pour tout n entier d’ou

1
VneN 0 < tUpy1 <
X Untl X n + 1
ce qui prouve u, — 0 et par conséquent
n—oo
e un 1
Unpt+1 = ~ —>0

n—+1n=4+00n

D’aprés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs, on conclut par critére de
Riemann

’La série > u, diverge. ‘

e Un 1 1 1 1
0 im0+ G) - ()
e T T T il i n n+1+ n?
_1)n+1 1
d’ot 1yt = S 4o <_>
ot (=)™t n+1 * n?
N Vi - s o ) - 1
La série ZT converge d’aprés le théoréme des séries alternées et la série » O —
n n

converge par comparaison et critére de Riemann. Par sommation de termes de séries conver-
gentes, on conclut

La série Y (—1)"u, converge.




Exercice 6 (Mines 2024)

Soient a et b entiers naturels non nuls. Montrer que a A b = 1 si et seulement si pour tout entier
n > ab, il existe u, v entiers naturels tels que au + bv = n.

Corrigé : On montre le sens indirect. Soit n > ab. 1l existe u, v entiers naturels tels que
au +bv =n et v/, v’ entiers naturels tels que au’ + b’ =n + 1 d’ou

a(u' —u) +b(v —v) =1
D’apres le théoréme de Bézout, il s’ensuit que a A b = 1. Puis, on suppose a A b =1 et on pose
[0;6—1] — Z/VZ
v { ks n—dk
Soit (k,¢) € [0;b—1]% On a
ok)=¢(l) <= n—ak=n—al < a(l—k)=0 < bla(l — k)
Comme a Ab =1, il vient d’aprés le lemme de Gauss b|({ —k)oronal—ke[—(b—1);b—1]
d’ou ¢ — k = 0, c’est-a-dire ¢ = k. Ainsi, I'application ¢ est injective entre deux ensembles de
méme cardinal et elle réalise donc une bijection de [0; b — 1] sur Z/bZ. Par conséquent, on

dispose de u € [0; b—1] tel que ¢(u) = 0. On en déduit qu’il exist e v € Z tel que n — au = b.
Or, on a

n—au>=>ab—au>ab—alb—1)>a>0
et il s’ensuit bv > 0 d’ott v > 0. On conclut

aANb=1 << VYn=ab I u,v)eN?|au+bv=n

Variante : Pour le sens direct, on peut aussi encadrer assez précisément le nombre de solutions
dans N? qui vérifie la condition. D’aprés la relation de Bézout, on dispose de (u,v) € Z? tel que
au +bv =1 d’ott anu + bnv = n. Soit (z,y) € Z?* vérifiant ax + by = n. 1l vient

a(nu — x) = b(y — nv)

D’aprés le lemme de Gauss, on a aly — nv d’ott y = nv + ka avec k € Z puis © = nu — ka. La
synthése est immédiate et toutes les solutions sont décrites par

VkeZ  a(nu—kb)+bnv+ka) =n
Pour k € Z, on a

triaze = “were o [ erel
[”_

I1'yadonc N = VLUJ U—‘ + 1 solutions & valeurs dans N2. On rappelle les encadrements

VeeR z—-1<|z|]<z et z<[z]<az+1

Ainsi, on a Ngﬁ_@+1zw+l__+l
b a ab ab
nv anu + bnv n
ot N>7_1_<a+1>+1_—ab —1=2 -1
n n
2] <xels)e
o ab ab +
On conclut {nJ Card {(u,v) € N* | au+ bv =n} < {nJ +1
ab ab




Exercice 7 (Centrale 2024)

Soit E I'ensemble des fonctions continues de R dans R de limite nulle en + co muni de la norme
| - [oo- On pose
1 +00
W(fa) EXR  TN) =5 [ epw at
1. (a) Rappeler le théoréme de Heine.
(b) Soit f € E. Montrer que f est uniformément continue.
2. Montrer T € Z.(E).

3. Déterminer ||T||op.

Corrigé : 1.(a) D’apreés le théoréme de Heine, on a

’Une fonction continue sur un compact y est uniformément continue.

1.(b) Soit € > 0. On dispose de M > 0 tel que

| ™

Vz € R z| > M = |f(2)] <

— DN

En particulier, on en déduit que la fonction f est bornée puisqu’elle
ainsi que hors de ce segment. Puis, on a

Vizy) eR?  fz|ZM et |y[>M = [f(z) - fI<[f@)]+][fy)]<e

D’aprés le théoréme de Heine appliqué a f continue sur [ —(M + 1) ;M + 1], on dispose de n > 0
tel que

‘est sur le segment [ —M ; M |

V(z.y) € [~M+1);M+1]°  |e—yl<n = |fle) - fly)l<e

En particulier, ceci vaut pour (z,y) € [-M;M]*. Si 2 € [-M;M] et y > M, alors quitte &
remplacer 7 par min(1l,n), onan < letsi|z—y| <n,onadoncy <xz+n<M+1dou
(,y) e [-M+1); M+ 1]2. On procéde de méme si y < —M. Dans tous les cas, on a donc

V(r,y) eR* |z—y|<n = |f(z)-fly)l<e

Ainsi ’La fonction f est uniformément continue.‘

2. Soit f € E et x réel. L’application ¢ — e 7®~t f(¢) est continue sur R. D’aprés le théoréme de
changement de variables avec u =t — x, les intégrales

/Jrooe_'f"’_t'f(t) dt et /+Ooe_|“f(u + ) du

[e.9] —0o0

sont de méme nature. On a

VueR e Mf(u+z)| <e M| flle

+00
et comme l'intégrale / eIl du converge sans difficulté, il s’ensuit que u — e “f(u+x) est
intégrable sur R. On a donc

T(f)(z) = —/+Ooe_|“f(u+a:) du

(e 9]

et on va considérer cette expression intégrale pour la suite. On pose
Wz,u) R gla,u) = e fu+ x)
On vérifie les hypothéses du théoréme de continuité sous l'intégrale.

e Pour x réel, on a u — g(x,u) continue par morceaux sur R.
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e Pour u réel, on a z — g(x,u) continue sur R.
e Domination : On a
V(z,u) eR*  |g(z,u)] < || flloce ™

avec u — e "l € LY(R,R,). On en déduit que T(f) est bien définie et continue sur R. Par
ailleurs, pour u réel, on a

g(x,u) —— 0

rz—t oo
et par convergence dominée, il s’ensuit

T(f) (@) ——0

=T oo

Par linéarité de l'intégrale car convergence, I'application T est linéaire et on a donc établi T €
Z(E). Par inégalité triangulaire, il vient

1 +00o
@I <5 [ el du= £l

d’ou 1T oo < N1 llo0
On conclut T € Z.(E)
3. On pose Va>0 VteR  f,(t)=e

Pour a > 0, on trouve en utilisant la parité¢ de I'intégrande sur un intervalle centré en zéro

L[y L[ sa T (at 1
T(fa)(O):§ e fa(t)dt:§ e dt — 0 e dt:1+a

1
Ainsi — < T « oo< « oo:1
insi, on a T a [T(fa)ll | fall

Faisant tendre a — 0, on conclut IT|lop =1

Exercice 8 (Centrale 2024)

Soit A € A, (C). On note xa = > a; X" et A\j,..., A\, les valeurs propres de A.
i=0
. /
1. Enoncer et démontrer la décomposition en éléments simples de P En déduire

Vo € C\ Sp(A) iiég =Tr ((«I, —A)™)

On pose

J o n A
V(j,z) € [0;n] xC B =) aA7" Q(z) = > 2" 7B,
i=0 =1

J

2. Montrer Vx € C Q(x)(zl, — A) = xa(2)], Tr (Q(z)) = X\ ()

3. On pose Vke[0;n—1] Sk =Y\
j=1
J
Montrer Vie[0;n—1] YoaiSi—i = (n—j)a;
i=0
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Corrigé : 1. Soit P € C[X] non constant. D’aprés le théoréme de Gauss, on dispose de

n
I'écriture scindé P = o [[(X — z;) avec a complexe non nul et les z; des complexes d’oil
i=1

PP=ad J] (X —ux) et par suite
=1 kel1in] )

P’_ n 1
p _i=1X—«7€i

On dispose de P € GL,,(C) et T triangulaire telles que A = PTP~! d’ou

T—N k... *
VeeC zI,—A=Pl,-T)P'=P 0 E p-!
T
(x =)t % ... *
dot VreC~Sp(A) (e, —A)l =P ’ 5 p-1
Y B

et on conclut Vr e C\Sp(A) Tr((z, — A)7Y) = i L - = Xa

2. Soit x € C. On a

n i o
Q(z)(xl, —A) = > a7 (ZaiAJ_l_l> (I, — A)
j=1 i=0
= Y (AIlignitl _ Adigned)

0<i<j<n
n

n—1
= Zai Z [Aj—l—ixn—(j—l) —Aj_i,fljn_j}

i=0  j=it1

n—1 n—1 el
Qz)(al, — A) = Ya; [2" T, — A1) = = Y q A" + (Z ax) I,
=0 i=0 i=0

n—1
d’on Q(x)(zL, — A) = — (xa(A) — a,l,) + <Zaix”_i> I,
i=0
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on obtient

Ve e C Q(z)(xl, — A) = xa(2)],

Soit x € CNSp(A). On a Q(z) = (21, — A)"ya(2)L,

doi T Q) = a0 T (o = )7 = xal) 28 0

Les fonctions polynomiales donc continues x — Tr (Q(z)) et x — x, (z) coincident sur C\Sp (A)
dense dans C d’ou

~—

VeeC  Tr(Q(x)) = xa(2)




3.0n a wkeN At=pTipti=p| U p-t
: T %
0 ... 0 X
d'oit VEEN  Tr(AF) =M=
=1
J o J
Ainsi Vie[0;n] Tr (B;) = > a; Tr (A7) = > a;S;-;
i=0 i=0

Puis, pour x € C, on a

Q) = 5 1B = B et = 8 (Sas )

=0

<

I
—
T
=)

<

et Xa(z) = 32 (n = jlaja"=7~!

n—1 ) n—1 J . n—1 .
On en déduit Y Tr (B;)X" 7/t = > <Zai8j_i> X7t = 3" (n — j)a; X" 71
= =0 \i=0

7=0 7=0 7=0

puisque la différence des deux polyndmes admet une infinité de racines. Par unicité des coeffi-
cients, on conclut

J
Vie[0;n—1] Y 08— = (n—j)a;
i=0

Exercice 9 (ENS 2024)

+oo
Soit (x,), la suite définie par g > 0 et x,11 = =, + / e~ dt pour n entier.
Tn

1. Préciser la monotonie puis le comportement asymptotique de la suite (x,,),.

2. Déterminer un équivalent simple de x,, lorsque n — +00.

Corrigé : 1. On a clairement (z,), croissante. Supposons qu’il existe ¢ > zg tel que x, ——
n—oo

+00 oo
(. Par continuité, il vient ¢ = ¢ + / et dt ce qui est absurde puisque / e ®dt > 0
¢ ¢

par séparation (intégrande continue positif non nul). La suite (z,), est donc croissante non
convergente d’ou

La suite (z,), est croissante avec z,, — +00.
n—oo

2 . 2 1 N
* est continue par morceaux sur [0;+00[ avece™™ = o (—) d’ou son

2. La fonction ¢t — e~
t—+oo 2

1
intégrabilité en +oo. Soit & > 0. Les fonctions ¢ — e~ et ¢ — —o sont de classe € et le

e "1 e o
crochet |— 5 est fini. Ainsi, en intégrant par parties, il vient

T



+00 —2] T +oo , —t2
2 Q= | =S — C _at
/m ¢ [ of L /m 21
7152

—¢2 N . , . . . .
On a ST o(e™"") d’ou, par intégration de relation de comparaison (avec une fonction de
t—>+oo

référence positive), on obtient

+00 e —t? +00o )
/ 572 dt = o (/ et dt)
. T—+00 .

2

+00 ) efgj
Ainsi / e " dt ~
z T—+00 21’
e
Soit n entier. On a Tl = Tpt . (1+0(1))
e—Qx%
i 2 - 2 _mi 2 g 2 _;L‘%L _a"?L
puis Tppr =y te (14+0(1)) + ppo (1+o0(1)"=a, +e ™ +o(e ™)
ol e®n — 2 4 o7 —23)) = e®n —ay, —3)) = e
d’oit e®nt1 n_>+ooexp(xn+e +o(e )) e (1—|—e +o(e )) e +1+o0(1)
et on obtient et —eThn o~ 1

n—-+0oo

D’aprés le théoréme de Césaro, il vient

15 [t —ext] — 1

N =g n—00
. 2 _
d’ou et = n(l+o(1))
puis VIn(n) +1In(1 + o(1)) = y/In(n) + o(In(n))
n—>+oo
On conclut Ty o~ In(n)
n—-+00

Exercice 10 (ENS 2024)

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé et X, ..., X,, des variables aléatoires réelles discrétes dans
L! et telles que, pour tout k € [1; n]

Vi>0  E(e™*) <e?

242

avec o > 0. Montrer E (kl\E[ax]] Xk) < 204/In(n))
ell;n

Corrigé : On note M,, = Max Xj;. On a |[M,| < Z |X;| ce qui prouve M,, € L. Soit ¢t > 0.

ke[l;n] =1
D’apres I'inégalité de Jensen appliquée a la fonctlon convexe dérivable exp, il vient

exp (tE(M,)) < E(e™")

Par croissance de u — e on a e™» = Max e™* et par positivite Max e!®* < Zetxk Ainsi
ke[1;n] ke[l;n] b1



d’ou E(M,) < —= + 0%

Aprés étude de fonction, on trouve

Sup (ln(n) + 0215)

t>0

= 20+/In(n)
On conclut IE( Max Xk) < 204/In(n))

k€e[l;n]




