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Exercice 1 (CCINP 2024)

Soient E et F deux R-ev normés.

1. Pour f ∈ L (E,F), montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(P1) f ∈ C (E,F) ;
(P2) f est continue en 0E ;
(P3) ∃k > 0 | ∀x ∈ E ∥f(x)∥F ⩽ k∥x∥E.
2. Soit E = C 0([ 0 ; 1 ] ,R) muni de ∥ · ∥∞. On pose

∀f ∈ E φ(f) =

∫ 1

0

f(t) dt

Montrer que φ est linéaire et continue.

Exercice 2 (CCINP 2024)

Soit p projection vectorielle de R3 sur le plan P le plan d'équation x + y + z = 0 parallèlement
à la droite D d'équation x =

y

2
=
z

3
.

1. Véri�er R3 = P⊕D

2. Soit u = (x, y, z) ∈ R3. Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique
de R3.

3. Déterminer une base de R3 dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Exercice 3 (CCINP 2024)

1. Soit (a, b, p) ∈ Z3. Prouver

p ∧ a = 1 et p ∧ b = 1 =⇒ p ∧ (ab) = 1

2. Soit p un nombre premier.

(a) Prouver que pour tout k ∈ [[ 1 ; p− 1 ]], p divise
(
p
k

)
k! puis en déduire p divise

(
p
k

)
.

(b) Prouver ∀n ∈ N np ≡ n [p]

(c) En déduire que pour tout entier n

p ne divise par n =⇒ np−1 ≡ 1 [p]

Exercice 4 (Navale 2024)

Soit (un)n une suite de réels positifs de limite nulle. Montrer que cette suite possède une sous-suite
décroissante.
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Exercice 5 (Mines 2024)

Déterminer lim
n→+∞

∫ 1

0

dt√
2 +
»

2 +
√
. . .+

√
2 + 2t

Exercice 6 (Mines 2024)

Soit f ∈ C 2(Rn,R) telle que Sp (Hf (x)) ⊂ [ 1 ; +∞ [ pour tout x ∈ Rn.

1. Soit x ∈ Rn. On pose

∀t ∈ R ψ(t) = f(tx)− ⟨∇f(0), tx⟩ − t2

2
∥x∥2

Montrer que la fonction ψ est convexe.

2. Montrer que la fonction f admet un minimum global.

Exercice 7 (Centrale 2024)

1. (a) Soit G un ensemble non vide. Rappeler les conditions sur la loi ⋆ pour que le couple
(G, ⋆) soit un groupe.

(b) Rappeler la dé�nition de la di�érentielle d'une application en un point. Faire le lien
avec les dérivées partielles dans le cas C 1.

Soit ⋆ une loi de groupe sur R de neutre e.
On suppose que l'application f : R2 → R, (x, y) 7→ x ⋆ y est de classe C 1.

2. Montrer ∀(x, y) ∈ R2 ∂2f(x ⋆ y, e) = ∂2f(x, y)∂2f(y, e)

En déduire ∀y ∈ R ∂2f(y, e) > 0

3. Montrer qu'il existe un C 1-di�éomorphisme φ de R sur R tel que

∀(x, y) ∈ R2 φ(x ⋆ y) = φ(x) + φ(y)

Exercice 8 (Centrale 2024)

1. Énoncer et démontrer le théorème des bornes atteintes.
Soit C une partie convexe compacte non vide d'un espace euclidien.

2. Soit x ∈ E.

(a) Montrer qu'il existe un unique vecteur p(x) ∈ C tel que d(x,C) = ∥x− p(x)∥.
(b) Soit a ∈ C. Montrer

a = p(x) ⇐⇒ ∀y ∈ C ⟨x− a, y − a⟩ ⩽ 0

3. Montrer que l'application p précédemment dé�nie est continue.

Exercice 9 (Polytechnique 2024)

Soient v1, . . ., vn des vecteurs unitaires d'un espace euclidien E. Montrer qu'il existe un n-uplet
(ε1, . . . , εn) ∈ {−1, 1}n tel que

∥
n∑

k=1

εkvk∥ ⩽
√
n
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