Exercice 1 (Centrale 2022)

Soit n entier non nul et E = .#,(R) muni du produit scalaire canonique (A, B) — Tr (ATB) et
de la norme euclidienne associée. On pose f : E — R" définie par

vM e #,(R) SOM) = (Tr (M) Tr(M?) ... Tr(M"))
1. (a) Etablir V(A,B) € E? |AB]| < ||Al||B]|
(b) Montrer qu’il existe o > 0 tel que
VAEE  [Tr(A) <alAl
2. Montrer que f est différentiable et déterminer df(M) pour M € E.
3. (a) Montrer VM e E rg df(M) = degmy

(b) En déduire que I’ensemble des matrices de E dont le polynome minimal est de degré
n est un ouvert de E.

Corrigé : 1.(a) L’application (A,B) — Tr(ATB) = > a;;b;; est une forme bilinéaire sy-

1<i,j<n
métrique définie positive sur E. Il en résulte que M +— /Tr (MTM) est une norme sur E. Soit
(A,B) e E?et C=AB. On a |[C|*> = > ¢},. Par définition du produit matriciel et inégalité

1<i,j<n
de Cauchy-Schwarz dans R", il vient

n 2 n n
v ellnl = (Sauh) < (Sa) (51,)
k=1 k=1 k=1

n n
Ainsi Iclr< 3 [(Zaik> (Zbi,j)] =< > a?,k>< > bi,])
1<ij<n L \e=1 k=1 1<, k<n 1<k, j<n

On conclut

[application M — /Tr (MTM) est une norme sous-multiplicative sur E.

1.(b) Soit A € E. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient
T Al = [{Io, A) < [L.[[[[A]

Ainsi VA e A |Tr Al < /n|/Al

2. Notons ¢y, : M — Tr (M¥) pour k € [1; n]. L’application ¢, est polynomiale en les coefficients
de la matrice d’ou ¢y € € (A, (R),R). Pour (M,H) € .#,(R)? on a

(M + H)* = M* + MF'H + M¥2HM + ... + HM*! + R

avec R une somme de produits qui contient au moins deux occurrences de H. Avec l'inégalité
établie & la question 1.(b), il en résulte que |Tr (R)| = o(||H||) et on en déduit

or(M + H) = Tr (M* + MF~1H + M*~2HM + ... + HMF1) + o(H)

dot VOM,H) € #,(R)?2  d(ge)(M) - H = k Tr (MFL1H)

Par suite

V(M,H) € #,(R)>  df(M)-H=(Tr(H) 2Tr(MH) ... nTr(M"'H)

3.(a) Soit M € E. On a



HeKerdf(M) <= Vke[0;n—1] Tr (MFH) = 0

= vVheloin—1] (M) H) =0

H e Ker df (M) <= H e Vect (I, MT,..., (MT)"")"

On note d = degmyr. On a
RM'=R;1[MT] CR,41[M"] C RIM']
ce qui prouve que les inclusions sont des égalités et (I, ..., (MT)d_l) est libre. Ainsi, on a

H e Ker df(M) < He Ry [M]*
d’ot dim Ker df(M) = dimRy_;[M]* = dimE — dimR;_;[M] = dim E — deg 7y

et d’aprés le théoréme du rang rg df(M) = deg myr

Enfin, on a my(M) = 0 et en transposant cette égalité, on trouve my(M') = 0 d’ou myr divise
7 et de méme my divise myT par symeétrie des roles entre M et M. Les polynémes minimaux
mv et myT sont associés, unitaires d’ol my = myT et on conclut

VM e E rg df(M) = degmy

3.(b) Soit A € #,(R) telle que degmy = n. D’aprés ce qui précede, on a rg df(A) = n. No-
tant %, P les bases canoniques de ., (R) et R, il existe une matrice de GL,(R) extraite
de matg, 2,df(A). Soit I la plage d’indices d’extraction des colonnes. On considére ¢ : M —
det (matss, ,df(M)) ; jcrx1,n)- L 'ensemble U = ®~1(R*) est un ouvert comme image réci-
proque d’un ouvert par une application continue avec A € U et tout élément de U est de rang
supérieur ou égal a n et donc égal a n. On conclut

L’ensemble des matrices de .#,(R) dont le polynéme minimal est de degré n est un ouvert.




Exercice 2 (Centrale 2019)

0 2 3 n
1 0 3 n
: 120 n . Nk
Pour n entier non nul, on note A, = et fpix—> >y ——1
. . k;:]_k _I_ X
1 2 3 0

1. (a) Tracer le graphe de f, pour n € [3; 8].

(a)

(b) Déterminer des valeurs approchées de la solution de f,,(z) = 0 sur R, pourn € [3; 8].
(¢) Ecrire une fonction A(n) qui renvoie la matrice A,,.

(d) Calculer les valeurs propres de A,, pour n € [3; 8]. Que peut-on conjecturer ?

2. Montrer la conjecture précédente.

3. La matrice A,, est-elle diagonalisable ?

4. Montrer que la matrice A, admet une unique valeur propre \, dans | —1;+00[ puis
montrer que celle-ci est supérieure & n a partir d’un certain rang.

5. Déterminer un équivalent simple de A, pour n — +o0.

6. Déterminer un développement asymptotique a deux termes de A, pour n — +00.

Corrigé : 1.(a) On saisit :

f=lambda n,x:sum([k/(k+x) for k in range(1l,n+1)])-1

tx=np.linspace(0,40,1000)

for n in range(3,9):
tf=[f(n,x) for x in tx]
plt.plot(tx,tf)

plt.grid() ;plt.show()

On observe :

FIGURE 1 — Tracé des graphes de f,, pour n € [3; 8]

1.(b) On saisit :




def x(n):
return resol.fsolve(lambda x:f(n,x),0) [0]

for n in range(3,9):
print("x(",n,")=",x(n))

On obtient :

x( 3 )= 3.76643548385

x( 4 )= 7.10619620421
x( 5 )= 11.4423101591
x( 6 )= 16.7770281674
x( 7 )= 23.1111133504
x( 8 )= 30.4448774786

1.(c) On saisit :

def A(n):
res=np.zeros((n,n))
for j in range(n):

for i in range(n):
res[i,jl=j+1
res[j,jl=0
return res

1.(d) On saisit :

n= 3
sp= [ 3.76643548 -1.28282386 -2.48361162]

n= 4
sp= [ 7.1061962 -1.21448662 -3.52502525 -2.36668434]

On conjecture Vn € N* max Sp (A,,) = f,71({0}) N R,

2. Soit n entier non nul. Avec les opérations Ly < Ly — L; pour £ € [2; n], notant x,, le
polynome caractéristique de A,,, on obtient

X -2 ... ... —-n
-1-X X+2 0 ... 0

: : ... 0
—-1-X 0 ... 0 X+n

n
En considérant x € R\ Z~, avec l'opération L; < Ly + >

L. on obtient
k 2.’13+k’ k)

n

Xol@) = |2 = (@ +1)3 [T (x+ k)

P o e
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D’ou Ve e RNZ~ Xn(z) = —fu(x) ﬁ (x + k)
k=1

La fonction f,, est strictement décroissante sur R\Z~ avec f,(0) =n—1 > 0et f,(z) —— —1.

r—r+00
La fonction f, réalise une bijection de R, sur | —1;n — 1] d’ou I'existence et unicité d’une racine

de f, sur R,. D’aprés la relation obtenue entre x, et f,, on conclut

Vn € N* max Sp (A,,) = £, ({0}) N R,

3. Soit n entier non nul. D’aprés la relation précédemment obtenue, on a
Ve e RNZ™  xu(2) =0 < fulz) =0

Une étude de fonction montre que f,, décroit strictement avec f,(z) ——— 409, folz) ——
rz——k z——k—

—oo pour tout k € [1; n] et f,(r) —— —1. On en déduit que f,, s’annule exactement une fois

T——00

sur chaque intervalle | —k; —(k — 1) [ pour k € [2; n], exactement une fois sur | —1; +o0 [ et pas

sur | -00; —n[. Ainsi, la fonction f,, admet n racines distinctes sur R \ Z~ qui sont également

racines de x,. Comme Y, est un polynome de degré n, les racines de f, sont toutes les racines

de x,. Par condition suffisante, on conclut

’Pour n entier non nul, la matrice A,, est diagonalisable. ‘

4. Soit n entier non nul. L’étude de fonction montre que f, admet une unique racine sur
| —1;+00[. Par conséquent

La matrice A,, admet une unique valeur propre A\, € | —1;+00 .

nok n k n+1
n = —-1> ——1= -1
On a Ja(n) ,;k+n ,§2n 4
Dot fa(n) 20 <= n=>3
Ainsi Vn>3 A, >n]
5. Soit n entier non nul. On a
k=1N + )\n k:lk + >\n k=1 >\n 2(>\n -+ TL) 2/\n
d70fl M_ngAngn(n+1)
2 2
n2
On en déduit Ay~ —
n—+oo 2
n(n —1)

Remarque : On a >n < n=>3

2
La minoration obtenue est donc meilleure que celle établie a la question précédente.

6. Soit n entier non nul. On a

nok n k < k)l
=1 <= — (14— =1
ch::lk"i_)\n 1?:31)\71 An
On a 1+u)™ = 1-u+o(u)=1—u+ue(u) avec e(u) —> 0
u—0 u—0
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Pour k£ € [1; n], on obtient

(o) e ()
" = WD € N avec

k
g (T)‘ S lelloe oy = o(b)
k

Ainsi A= k—(1+0(1)> —
k=1 k=1"n
.. n* n 1 n? n?
n* n
On conclut An = 7% +o(n)

Remarque : Avec du courage et du temps, on peut améliorer la précision du développement
asymptotique. On a (1 +u)™' =1 — u + u? + u?e(u) puis

S (04 ()]
— 1 - — — 1 _

n’

2

n 1 nn+1)2n+1) 1 <n(n+1)>2
- o (BT (1401
Ty % o) 6 e\ (1+0(1))
—_—— — n A >
2 6 — 1
n?> n 2
btient N = — - _Z 1
On obtien n=5 T 9+0()

On saisit :

tn=range(1,100)
tx=[x(n) for n in tnl]
plt.plot(tn,tx)
plt.grid() ;plt.show()

tn=range (100,200)
tx=[x(n) for n in tn]
print ("\nRégression parabolique=",np.polyfit(tn,tx,2))

On observe :



5000

2000 -

1000 ----

FIGURE 2 — Tracé de (\,),

et on obtient :

Régression parabolique= [ 0.50000001 -0.16667039 -0.22166145]




Exercice 3 (Centrale 2021)
Soit n entier non nul, E = .#,,(R), N une norme sur E et S la sphére unité de E. On pose
N*(A) = sup {Tr (AM),M € S}
1. Soit f: E — R, M > det(M). Montrer qu'il existe Ay € S telle que f(Ag) = MSaX f puis
que Ay est inversible
2. Montrer que N* est une norme sur E.
3. Montrer N*(AyY) =n

Corrigé : 1. L’application f est continue car polynomiale en les coefficients de M. L’ensemble S
est un fermé borné d’un espace vectoriel de dimension finie ce qui prouve que S est un compact
et par conséquent, la fonction f atteint son maximum sur S, i.e.

Il existe Ag € S telle que f(Ag) = Méix f.

I 1
& > (k) -
Il s’ensuit ’La matrice Ag est inversible.‘

2. Soit A € E. L’ensemble {Tr (AM),M € S} est une partie non vide de R en considérant par
exemple M = 1,,/N(I,,) et en munissant E de sa structure euclidienne canonique, on a
VMeES  Tr(AM) = (AT,M) < [JAT]||M]

Les normes N et || - || étant équivalentes, il existe a > 0 tel que |[M| < aN(M) = « ce qui
prouve que 'ensemble {Tr (AM), M € S} est une partie non vide majorée de R qui admet donc
une borne supérieure finie. Pour A # O, en choisissant M = AT/N(AT) € S, on a Tr (AM) =

|AT|?/N(AT) > 0. Il s’ensuit que N*(A) est une quantité strictement positive pour A # Og,
nulle si et seulement si A = Og. Soit A € R. On a

VM eS  Tr(AM) = ATr (AM) < |A| Tr (AM) < [A| N*(A)
avec M = +M € S telle que Tr (Al\A][) > 0. Et passant a la borne supérieure, il s’ensuit
N*(AA) < [AIN*(A)

1 1
Puis, pour A # 0 N*(A) =N (X)\A) < WN*()\A)
d’ou VA eR IAJN*(A) < N*(A\A)

I'inégalité étant trivialement vraie pour A = 0. Par double inégalité, I’homogénéité s’en déduit.
Pour (A, B) € E?

YMeS  Tr((A+B)M)=Tr(AM) + Tr (BM) < N*(A) + N*(B)

d’ou I'inégalité triangulaire. On conclut

’L’application N* est une norme.‘

Remarque : Pour le caractére borné de {Tr (AM), M € S}, on peut aussi invoquer le théoréme
des bornes atteintes avec 'application continue M — Tr (AM) sur le compact S.

3.0n a N*(AgY) = Tr (A 'Ag) = Tr (I,) = n
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L’inégalité dans 'autre sens est plus délicate. Pour ¢ > 0 et M € E, on a

/ (%) < f(A0)

Puis det(Ag + tM) < det(Ag)N(Ag + EM)" < det(Ag) (N(Ag) + EN(M))"

det(Ag + tM) — det(Ay) (1+tNM)" -1
t t
Faisant tendre ¢ — 0%, on obtient (sous réserve de connaitre la différentielle du déterminant. . .)

Tr (Com(Ag)M ") < det(Ag)nN(M)

Ainsi < det(Ap)

c’est-a-dire Tr (A;'M) < n

On conclut N*(AjY) =n




Exercice 4 (Centrale 2017)

1 +00
1. On pose Vn € N* an=— et R,= > ag
n k=n+1

~ . An+1 An+1 1
Tracer sur un méme graphe les sommes partielles de > ——, 3> et > —.
n=1 Rn n=1V Rn n>12n
Quelles conjectures peut-on émettre 7

(On pourra approcher R,, par une somme & 100 termes.)
A présent, on considére (a,),>1 a valeurs dans ] 0; +oc [ telle que 3" a,, converge. On pose
n=1

+00
R_ Y ax pour n entier.
k=n+1

2. Montrer Vn>1 f;l;_; <2 (\/Rn — \/Rn+1)

a
En déduire la nature de ° —2

n=1vV Rn

3. Soit m et n deux entiers tels que 1 < m < n. Montrer

a
En déduire la nature de 7 —+L
n=1 Rn

1
4. Montrer qu’il existe a € [5 ; 1} tel que :

, . an+1
— Pour tout B€10:al,1
our tout 5 € ]0; ], la série ,;(Rn)ﬁ

. An1
— Pour tout § € |a;+00], la série Uax
| b n;(Rn)B

1
5. Donner la valeur de o dans le cas a,, = — pour n = 1.
n

converge |

diverge.

Corrigé : 1. On saisit :

def a(n):
return 1/n*x*2

def R(n):
return sum([a(k) for k in range(n+1,n+1001)])

tn=range(1,100)

ul=[a(n+1)/R(n) for n in tn]
u2=[a(n+1)/np.sqrt(R(n)) for n in tn]
u3=[1/(2*n) for n in tn]
ti=[sum(ul[:n+1]) for n in tn]
t2=[sum(u2[:n+1]) for n in tn]
t3=[sum(u3[:n+1]) for n in tn]

plt.plot(tn,tl,tn,t2,tn,t3)
plt.legend([’ql’,’q2’,°q3’]) ;plt.grid();plt.show()
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On observe :

00 L L L L
0 20 40 60 80 100

FIGURE 3 — Tracé des sommes partielles

. , . An1 Ap+1 .
On conjecture La série Y —=— converge et > —— diverge.
n>1 n n>1 n
a R, — R e dt
n+l _ 1ln n—+1

2. Soit n entier non nul. On a

\/Rn B \/Rn h Rn+1%

Ainsi ¥n > 1 f/’% <2 (VR, — vVEorr)

La série ) 2 (\/Rn — \/Rn“) est téléscopique avec /R,, —— 0 d’otl sa convergence. Par com-

n=1 n—o00

paraison de séries a termes positifs, on conclut

L. Ap+41
La serie E converge.
n=1 n

3. Soit m et n deux entiers tels que 1 < m < n. La suite (R,,),>1 décroit. Ainsi, on a

i g1 > i Qi1 _ Ry — Ropa
i=m Rl i=m Rlm Rm
LP R
D’oil Vi<m<n 3 AR e
i=m Rl Rm

Faisant tendre n — +00, on a dans [0 ; +0o | avec le point de vue des familles sommables a termes
positifs

+00 a;
vm 2 1 Z i+1
i=m RZ

>1

. L. an+1 . .. . . . N
Si la série > converge, alors son reste serait de limite nulle ce qui est impossible d’aprés
n>1 n
la minoration précédente. On conclut

11



L. an—H .
La série > diverge.
n=1 n

4. Considérons 'ensemble  E = {x eR, | > &;Jr;m converge }
n>1 n

1
L’ensemble E est une partie non vide de R, puisque 3 € E. D’apreés ce qui préceéde, ona 1 ¢ E et
Ap+1 An+1
(Ra)* ~ Ry

a partir d’un certain rang. On en déduit que E est majoré par 1 et on peut donc poser

Par définition d’une borne supérieure, les propriétés attendues sont immeédiates.

plus généralement, pour x > 1, avec (R,,)* < R,, pour n assez grand, il s’ensuit que

5. Par comparaison série/intégrale, on obtient

P eodt 1
kmnt1 K7 ntoo Jo 12N

An41 n® 1

. . n

Ainsi, pour z > 0, on a ~ — =
(R,)* n—+oo n?2  n2-

On en déduit a=1
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Exercice 5 (Centrale 2015)

—_

8

. Ecrire une fonction S(n,p) qui simule une variable aléatoire S, = Y /n ot Y ~ Z(n, p).

En déduire une fonction test(n,p) qui affiche les courbes interpolant les points (k, Sg),

/In k Ink
(/{’p+ %) et (k;,p— %) Que remarque-t-on ?

Soitt >0etze|[—1;1].

1 1
Montrer el < 5(1 —x)e t+ 5(1 +x)e’

On considére X variable aléatoire telle que |X| < 1 et E(X) = 0. Pour ¢ > 0, montrer que

<
2
e est d’espérance finie et que E(e™) < ch(t) <e®.

Soient Xy,...,X, des variables aléatoires centrées indépendantes telles que pour tout
i€[1l;n],onal|X;| <a; avec les a; > 0. On pose S,, = > _X;. Montrer
i=1
t? &
B < exp (5 50a2)
i=1
2o
. Montrer Ve >0 P(S, > ¢) <exp (—t&? + 52(1?)
i=1
En déduire Ve>0  P(S,>c¢)<exp <—5/ (22@?))
i=1

. Commenter le résultat observé a la deuxiéme question.

Corrigé : 1. On saisit :

def

def

S(n,p):
return rd.binomial(n,p)/n

test(n,p):

tk=range(1,n+1)

tS=[S(k,p) for k in tk]

tp=[p+np.sqrt(np.log(k) /k) for k in tkl

tm=[p-np.sqrt(np.log(k)/k) for k in tkl

plt.plot(tk,tS, ’bo--?);plt.plot(tk,tp,’r--’);plt.plot(tk,tm,’r--7)
plt.grid() ;plt.show()

On observe :
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FIGURE 4 — Tracé des suites (S, )n, (p + 14/ ﬂ) , (p — \/ﬂ>
n n

On conjecture que

n n

.. (Sn R ., .
La suite { — | semble presque stirement coincée entre les deux autres suites.

n/,

3. Soit (t,x) e Rx [0;1]. On a

o = %(1 _ o))+ %(1 o)t

1 1 1 1
avec 5(1—%),5(1—{—1') >0 et 5(1—$)~|—§(1+x):1
Par convexité de 'exponentielle, on trouve
t 1 —t 1 t
ezéé(l—x)e +§(1+:c)e

4. Soit t réel. On a 0 < e™ < e et par comparaison, la variable aléatoire e est d’espérance
finie. Avec 'inégalité précédemment obtenue, il vient
1 1
e < 5(1 —X)e ! + 5(1 + X)e!
Puis, par croissance de I'espérance et en utilisant le fait que X est une variable centrée, on trouve
E(e™™) < ch (t). Enfin, on a les développements en série entiéres

+00 t2n 2 +00 t2n
ch (¢) n=0(2n)! e n=02"n!

Par récurrence, on montre que 2"n! < (2n)! pour tout n entier et on conclut

2

VieR  E(e™)<ch(t)<e?

5. Soit t réel. Pour i € [1; n], on pose U; = X;/a;. On a

n n
etSn — H etXi — H etaiUi
=1 =1
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avec les U; vérifiant les hypothéses de la question 4. Ainsi, les variables e’V sont d’espérance

finie et le produit de variables indépendantes d’espérance finies est d’espérance finie. Puis, on
trouve

E(c*) = E <H e“h‘“) = [IE (") <Ile™
i=1 =1

i=1

2
B < exp (£ 5a2)
=1

6. Soit € > 0. Pour ¢t > 0, on a apreés transformation de Chernoff et inégalité de Markov
P(S, > ¢) =P(e® > o) < e *E(e'n)

Et avec I'inégalité précédente, on conclut

> o
Vi>0 Ve>0  P(S,>¢)<exp (—ta + 5 a?)
=1

)

2 n
7. On choisit ¢ qui minimise le trinome t — —te + 52@? et on obtient
i=1

Ve >0 P(S, > ¢) < exp <—52/ (2;@))

n

8. En considérant T,, = > (X; — p) avec les X; indépendantes de loi #(p), on a |X; —p| <1 et
i=1

par application de I'inégalité précédente, pour o > /2

—_

o2
Vn € N* P(T, > avnlnn) e 7" = —
nz
Ainsi, pour a > v/2, la série S_P(T,, > av/nlnn) converge et d’aprés le lemme de Borel-Cantelli
(résultat non exigible en principe, classique mais difficile), on en déduit

P (Tn > ayv/nlnn infiniment souvent) =0

d’on T, < ay/nln(n) a partir d’un certain rang  presque strement

Comme une intersection dénombrable d’événements presque siirs est presque siire, on en déduit
que 1'événement

ﬂ {T, <avnlnn a partir d’'un certain rang}
ae] V2400 [OQ

est presque sur, autrement dit

P (Tn < /2nln(n) a partir d’un certain rang) =1

ce qui équivaut, avec les notations de la premiére question, a S,, — p < /2 a partir d’'un

In(n)

certain rang presque sirement. Par un argument symétrique, on peut obtenir une minoration de
la méme forme et on conclut

In(n In(n
Presque stirement, a partir d’un certain rang, on a S,, € [p —1/2 (n) ip+/2 (n) ]
n n

15




Remarque : il y a un facteur v/2 en trop qu’on ne semble pas pouvoir améliorer en suivant
la démarche du sujet, & moins que la conclusion attendue soit tout simplement d’annoncer que

/1 /1
I’événement { [ nn —p+ nn ]} a une probabilité proche de 1 pour n grand, ce

qui éviterait le recours ( surreahste au lemme de Borel-Cantelli en fin de planche .
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Exercice 6 (Centrale 2019)

too 1
On pose C(s)=> —
n=1 ns

1. Montrer que ( est définie et continue sur D = {z € C,Re (z) > 1}.

2. Soit a = 0et f € € ([a;+00],C). Montrer

mza |- | ) | < 5 M 17

2 [n;n+1

3. Montrer que s — ((s)—

1
1 est prolongeable par continuité sur D’ = {z € C,Re (z) > 0}.

1
Corrigé : 1. On pose V(n,s) € N* x D Up(s) = — = o —sIn(n)
nS

La fonction exponentielle étant continue sur C, il s’ensuit que les fonctions u,, sont continues sur
D. Soit a >1et D, ={z € C,Re(z) > a}. On a

1

ns

1 o 1
T opRe(s) S pa

V(n,s) € N* x D,

Ainsi, la série de fonctions continues > w, converge normalement donc uniformément sur D,
n=1
pour tout a > 1 donc sur tout compact de D et on conclut

’La fonction ( est définie continue sur D.‘

2. Soit n > a. Il vient par inégalité triangulaire

s = [ a] = | [ o0 - o) | < [ 15— sio) 0

La fonction f est de classe €' sur [a;+oc [ donc sa dérivée f atteint ses bornes sur tout segment
inclus dans [a;+00 [ et 'inégalité des accroissements finis donne

veelnin+1] Ifn) = fO] < Max [7]ln—t =

ax [f'[(t —n)
n+1]

)

Aprés intégration, on conclut

n+1
wza|fn- [ s0 ] <3 M ir)

nin+1
. 1
3. Soit s € C. On pose Vit > 1 f(t) = .
La fonction f est de classe €' sur [1;+00 [ avec par dérivation

S
izl ()=~

1

et on a Vt>1 |f(t)|:tRe(s)

+o0
d’ou la convergence absolue de / f(t) dt pour s € D et on trouve
1

+00dt 1 +00 1
wep [TE_[ 1]
.t (1 —s)tst], s—1
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Puis, pour s € D, par relation de Chasles puis linéarité du symbole somme car convergence

ey at = 55 <f<n> -/ e dt)

1 +00o n+

() = 7= = 2 () - f

1 n+1 dt n+1 dt
On pose Y(n,s) € N* x D fuls) = — —/ — et gu(s) = / =

ns ts

Pour n entier non nul, procédons par continuité sous l'intégrale pour établir la continuité de g,.

On rappelle que la fonction exponentielle est continue sur C.

—sIn(®) est continue par morceaux sur [n;n + 1] par

e Pour s € D', la fonction ¢ =
composition.

—sln(t)

1
e Pour ¢t € [n;n+ 1], la fonction s — = est continue sur D’ comme composée de

telles fonctions.

eDomination : soit ¢ > 0. On a

1
V(s,t) € Dy X [n;n+1] ‘t—s

1
et la dominante ¢t — m est clairement intégrable sur le segment [n;n + 1]. Par continuité sous

I'intégrale, la fonction g, est continue sur D, pour tout a > 0 et donc sur D’ et il s’ensuit que
les f, sont continues.

Soit K un compact de D’. On dispose de 0 < a < b tels que
Vs € K a<Re(s)<b

D’aprés le résultat de la question précédente, il vient pour n entier non nul et s € K

n+1 1
‘f(n)— [ dt\ < 2 Max |£
n 2 [nin+1]
0 s | Re s b
On trouve [Mfﬁ] |f'] = te%\f;%ﬁl] ts-i—l‘ T pRe()+L S patd

Alors, par critére de Riemann, la série de fonctions continues ) f,, converge normalement donc
n=>1

uniformément sur tout compact de D’ et comme la somme coincide avec s — ((s) — sur

D, on conclut

La fonction s — ((s) — . est prolongeable par continuité sur D’.
S —
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Exercice 7 (Centrale 2023)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé et X, une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre
x> 0.

1. Calculer E(X,) puis établir

1
_ > — Z
P (X, — E(X;)| = ex) = O <$)
+0o0 na
Soit a réel et uy(z) = > — " pour x réel.
n=1 1T
2. (a) Préciser le domaine de définition de u,.
(b) Déterminer u; et us.
3. (a) Soit @ < 0. Montrer ua(z) = o(e”)

(b) Soit & €] —1;0[. Etablir  wu,(z) ~ %7

Tr—r+00

Corrigé : 1. D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, il vient

1 1
P(Y, —E(Y:)| = < —V(Y,) = —
(2 ~E(Y)| > &) € s V(Ya) = -
o 1
Ainsi Ve >0 P(|Y,—x|>2ex) = O (—)
Z—+00 T
2.(a) Soit a. Pour n entier non nul, on a
(n+1)* n! <n+1> 1
= a
n® (n+1)! n n+1 n-oo

Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiére définissant u, est égal a +oo. On
conclut

’La fonction u,, est définie sur R tout entier. ‘

2.(b) La variable X, est dans L2, Par transfert, il vient

+00 +0 1 +00 +00 2
E(X,)=YnPX=z)=e"Y —z" EX?*)=YnPX=x)=e*> —a"
n=0 n:ln! n=0 n=1 n!
d’ou up(z) =e"EB(X,) et wuy(z) =e" (V(X,) +E(X,)?)
Ainsi uy(z) = ze® et wug(z) =z(l+x)e”

3.(a) Soit a < 0. Pour n entier, on note R, (z) le reste d’ordre n de la série définissant e ~“u,(z).
On a

R too gk e " oo gk 1
0<Ry(z) =e™ < =S T
(@) k:zn:—i-l kllel = (n 4 1)l k:Zn:—H kU~ (n+ 1)k
<
<e”

On dispose donc d’un controle uniforme du reste d’ot ||R,||cc — 0 et d’aprés le théoréme de
n—oo

double limite, il vient

xn

+00
lim e Pu,(x) = > lim e ™"—— =
T—+00 n—1 T—>+00 TL!TL'O"

19



Ainsi Va <0 ua(z) = o(e”)

Remarque : La convergence normale échoue ici.

3.(b) Soit @ € | —=1;0[. On pose
u® siu>0
0 siu=0

La définition de u,(z) garantit la convergence de la série > p(n)P(X, = n). Ainsi, par transfert,
il vient

— e
x a=1xon!
: Xy
Puis % Tus(x) —1=E <g0 (—) — gp(l))
x

Par inégalité triangulaire dans L!, il vient

2o (%) -om)| <& (e (5) - ot

On localise avec des fonctions indicatrices et on obtient pour € > 0

E (‘gp (%) — cp(l)‘) =F ( @ <&> — (1) ]l{|XIx|<6x}> +E <‘90 <%> - 90(1)‘ ]l{lxzx|>sx}>

x
Comme la variable X, est valeurs dans N, on observe que

-

Y\ )T ol
v — L gl X, >1
X x si
, Xe
Par conséquent ol — ] -1 <1+ led
x

et par suite

E < o <X7> - 90(1)‘ ]1{XM>E$}> < (@ + 1) P(X, — 2| > ex) = O <L) —o1)

rl-lof
Par continuité de ¢ en 1, pour d > 0, on peut choisir € > 0 tel que

Yu >0 lu—1<e = Je(u)—p1)|<d

. Xz
Ainsi E ('90 (7) - 90(1)‘ IL~{|Xacﬂc|<633}) <9
" Xz o .
On peut donc rendre la quantité |E <g0 (—) — go(l)) arbitrairement petite pour r — +00 et
x
on conclut
Uo(z) ~ x%”

T—r+00
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Exercice 8 (Mines-Telecom 2021)

(="
(2n)!

2. Déterminer un encadrement de S avec ses sommes partielles.

1. Montrer que )

converge et calculer sa somme S.

3. Montrer que le nombre S est irrationnel.

+00 tn
Corrigé : 1. On reconnait la série associée a cos(1) puisque cos(t) = > (—1)”<2 T Ainsi
n=0 n):
—1)"
La série Z(<2 i' converge et sa somme S vaut cos(1).
n)!
2.0 wmeN s, =3 W
. On pose n n =
i=o (2k)!
O S S ! ! <0
na na1) — Sop = —
2t TP T 0+ 1) (20 + 1)
1 1
t Sond1 — Sop_1 = — >0
¢ 2l = S = T T (g

La suite (Sa;,), décroit strictement et la suite (Sg, 1), croit strictement. Or, ces deux suites sont

adjacentes puisque Sg, 11 — So, — 0 et de limite commune S. Ainsi, on a 'encadrement
n—oo

vn €N Sgn+1<S<Szn\

3. Soit n entier. On a Sgn+1 = So,, — m <S< Sy,
d’ou 0<S S < !
ol . — -
? (4n +2)!
et ainsi 0<(dn+2)1Sy, —(2n+1)IS< 1

La quantité (4n + 2)!S,, est un entier relatif en tant que somme d’entiers relatifs. Supposons S

rationnel, & savoir S = P avec (p,q) € Z x N*. Si n est assez grand, alors (4n + 2)!2—) est entier

(puisque q est facteur d’une factorielle assez grande) et par conséquent, le nombre (4n + 2)!S,,, —
(2n 4 1)!S est un entier relatif dans |0; 1 ce qui est absurde. On conclut

| Le nombre S est irrationnel. |
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Exercice 9 (Mines-Telecom 2023)
Soit E = ¢*([0;1],R) muni de

V(o) €E (f.g) = / (D) + F(0)g ()] dt

Onpose V={feE|f0)=f(1)=0} et W={fecE]| f"existeet f"= f}
1. Justifier que (f, g) — (f,g) est un produit scalaire sur E.

2. Montrer que W est un sev de E de dimension finie et en donner une base.

3. Etablir VIW

4. Pour f € E, déterminer une expression simple de pw(f) en fonction de f(0), f(1) et de
la fonction sh.

1
5. Montrer E=WagV

Corrigé : 1. Pour (f,g) € E?, lintégrale définissant (f, g) est bien convergente en tant qu’in-
tégrale de fonction continue sur un segment. L’application (f,g) — (f,g) est clairement symé-

trique, linéaire en la premiére variable par linéarité de la dérivation, du produit a droite et de
1

intégrale. Soit f € E. On a (f, f) = / [f(t)? + f'(t)%] dt > 0 par positivité de I'intégrande et

0
de lintégrale. Si (f, f) = 0, comme f2+ f? est continue positive sur [ 01, il vient par séparation
f2+ f'2=0dou f =0 et on conclut

L’application (f,g) — (f,g) est un produit scalaire sur E.
2. Les solutions de I’équation y” =y sur [0;1] sont dans Vect (¢, ¢) avec
Vte[0;1]  p(t)=e" et P(t) =

On vérifie sans peine que cet espace Vect (i, 1) est inclus dans W. Par double inclusion, I’égalité
W = Vect (p, 1) suit et comme (@, 1)) est libre, on conclut

La famille (p, 1)) est une base de W.

(fip) =0
(f;0) =0

En intégrant par parties et en utilisant ¢” = ¢, on trouve

(f.¢) = / F(Be(t) + F(0 (0)] dt
/ () dt + [f / (1) dt = [F(B) (1):

3.50it f € E. On a fEWL<:>{

De méme, on trouve (f, ) = [F )W ()],
On en déduit VfeVv (f,p)={(f,¥)=0
On conclut V1IW

i
Remarque : On pourrait, sans trop d’effort additionnel, établir directement E = W@V.
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4. On trouve (p, ) =0, {(p, @) =e? —1et () =1 —e 2 La famille (u1, uy) avec u; = £

el
et ug = HZ—H est une base orthonormée de W. Pour f € E, on a
=i = i+ S

Notant g = pw(f), il vient pour t € [0;1]

fe = f(O) ,, ef(O) —fA)

_ t
9(t) = 21 * 1—e2
En factorisant e! dans la premiére fraction et e ~! dans la deuxiéme, on obtient
f(1) f(0)
Vte |01 t)==—~-sht——=—sh(t—1

Variante : On peut procéder par caractérisation géométrique. On observe que (ch,sh) est une
base de W et on pose g = f — pw(f).

g=1rf—pw(f)

pw(f) W

FIGURE 5 — Décomposition d’une projection orthogonale sur W

(g,ch) =0 g(1)sh(1) =0
On a gE Wt «— —
(g;sh) =0 g(1)ch (1) —g(0)ch (0) =0
Notant g = f — (ach +sh) avec a, b réels, il vient
L f(0)=a
gew-¢:>{ﬂw—admm+bmu)

et on retrouve le résultat précédent.

5. On reprend les équivalences établies & la question 3. Pour f € E, on a

f(Me —f(0) =0
f@Qe™t = f(0) =0

e (2 D) = ro-s -

N———
det=—2sh 170

fewm<:${

1
d’ott W+ =V et on conclut E=WaV
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Exercice 10 (Centrale 2017)

! dt P dt
On note Vn e N I, = / et J, = /
o (1+t)"V/1I—t o (I+6)"/1—t

9.

1. Justifier que I,, et J,, sont bien définies pour tout n entier.
2. Représenter les termes de la suite (I,)nep1;50]-

3.
4

. Représenter les points ((Inn,Inl,)), 1100, 10007 En déduire le choix d’un entier v maximal

Montrer la monotonie et la convergence de la suite (I,,),, et préciser sa limite.

tel que la suite (n°l,), puisse converger.

Représenter les termes des suites (n*1,)ne1;507 et (n*Jp)ne1;50]-
Qu’observe-t-on ?

Justifier que n*(l, —J,) — 0
n—oo
Etablir Ve>0  In(l+z)>
1+

En déduire une démonstration des résultats observés a la question [5}
On pourra procéder au changement de variable v = nt sur I, ou J,, pour n € N*,

Conclure en précisant un équivalent simple de I,, pour n — +oc.

Corrigé :

1.

2.

1
(I+t)"v/1—t
Soit n entier. L’intégrale J,, est bien définie comme intégrale d’une fonction continue sur

un segment. Puis, avec le changement de variable u = 1 —¢ <= t =1 — u (de classe
¢*, strictement décroissant, bijectif de ]0;1[ sur ]0;1[), le théoréme de changement de

On note V(n,t) e Nx [0;1] fu(t) =

1 1
variable assure que / fn(t) dt et / fn(1 —u) du sont de méme nature. Or, on a
0 0

1 1
(2 — w)"y/u v 20/

Avec le critére de Riemann, on peut donc conclure que

fn(l - u) =

Les intégrales I,, et J,, sont bien définies pour tout n entier.

On saisit :

f=lambda n,t:1/((1+t)**n*np.sqrt(1-t))
I=lambda n:integr.quad(lambda t:f(n,t),0,1) [0]

tn=np.arange(1,51)

tI=[I(n) for n in tn]
plt.plot(tn,tI,’bo’)
plt.grid();plt.show()

On observe :
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1.4

1.2

1.0

0.8f---®

0.6

0.4+ °
°
0.2} %
°
LT
(L)
0.0 ; ....f°°°Ooo...gooooooooopooooooooo
"o 10 20 30 40 50

FIGURE 6 — Tracé de la suite (I,,),
3. La suite (I,), est clairement décroissante minorée par zéro donc convergente par limite
monotone. Puis on a

VEe]0:1]  fult) —— 0 et 0< fult) < olt) =

n—00 1—1¢

Comme ¢ est intégrable sur [0; 1], il s’ensuit par convergence dominée que

I, ——0

n—oo

4. On saisit :

tnl=np.log(np.arange(100,1001))
tIl=[np.log(I(n)) for n in range(100,1001)]
plt.plot(tnl,tIl)

plt.grid();plt.show()
reglin=np.polyfit(tnl,tI1,1)

print ("Régression linéaire :",reglin)

On observe :
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5.

—-4.5

—5.0}

—5.5F

—-6.0}

—6.5}

‘4.5

I I I I
5.0 5.5 6.0 6.5 7.0

FIGURE 7 — Tracé des points ((Inn,In1,)),

Les points semblent quasiment alignés. La régressions linéaire donne :

Régression linéaire : [-1.00458371 0.03211438]

On conjecture que

On saisit :

La suite (nl,), est convergente.

J=lambda n:integr.quad(lambda t:f(n,t),0,1/2) [0]
tJ=[n*J(n) for n in tn]
plt.plot(tn,tn*tI,’bo’,tn,tJ,’ro’)

plt.grid() ;plt.show()

On observe :

1.8

1.6
1.4
1.2
1.0F
0.8}
0.6

0.4
0

I I i i
10 20 30 40 50

FIGURE 8 — Tracé des suites (nl,), et (nd,),
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On conjecture nl, — 1 et nJ, — 1
n—oo n—oo
6. Soit n entier. D’aprés la relation de Chasles et par monotonie de ¢t — 1 + ¢, il vient
dt n bodt

)”\/1—t< (1+3)" )1 VIt

1
0<nl,—-J,)=n
(=t = g

n(I, — J,) —— 0

n—o0

Par encadrement

1
7. Par décroissance de t — 7 sur ]0;+00], il vient
1+ dt 1+ dt

Ve >0 / — = /
1 t 1 1+

Vo > In(1 >
x>0 n(l+z) T

D’ou
8. Soit n > 1. Avec le changement de variable u = nt, on obtient
n n 1
nxJn:/2 (1+E> ———du
0 n -
On pose
. (AN 1
V(n,u) e N* xR, gn(u) = (1 + ﬁ> — > 1,z ()
On a
U 1 u
Vu>0  gn(u) =exp [—nln (1—}—5)} = x]l[oyg](u)me
Soit u > 0. On pose  Vt>1 u(t) = —tIn (1 + E)
La fonction ¢, est dérivable et on trouve
U 1

V> 1 ¢;(t):—1n<1+3)+_>< .
t t 14 —
t

D’aprés le résultat de la question précédente, on a ¢ (t) < 0 pour ¢ > 1 d’ou la décrois-

sance de ,. Par suite
1 1 V2
X jga1(1) < op (D] —— = —y
-5 (1+3%)

2

0|3

Vn > 2 gn(u) = exp [pu(n)] 1_u

La fonction du membre de droite de I'inégalité ci-dessus étant intégrable sur R, , il vient

par convergence dominée

+00
e vdu=1

nd, ——

n—o0 0

Remarque : Si on essaye de procéder par convergence dominée directement sur la suite

(I,)n, ca ne fonctionne par car
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u\ " 1
1+ —) —— X Lig.pi(u) — +00
( n ﬂ (05 ]( ) u—n i
Il n’y a donc aucun espoir de dominer une telle fonction d’oli la nécessité de travailler sur
(Jn)n-

9. Avec le résultat de la question 5, on conclut

n—+oo N
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Exercice 11 (Mines 2017)

Soit n entier non nul. Déterminer  Min Tr (M M).
MESLy, (R)

Corrigé : Soit M € SL,(R), c’est-a-dire det(M) = 1. On a MTM € .7F(R). D’aprés le théo-
réme spectral, on dispose de P € O,(R) et D = diag(A,...,\,) avec les \; > 0 telles que

M'M = PDP'. Par invariance par similitude, il vient Tr (M"M) = Tr (D) = Y_\; et par inéga-
i=1

lité arithmético-géomeétrique, on obtient -
n n 1/n
SN >n<H /\i> = ndet(D)"/" = ndet(MTM)/" =n
i=1 i=1

Ainsi VM € SL,(R) Tr(M™) >n

et cette minoration est une égalité pour M = [,,. On conclut

Min Tr(M™M) =n
MESLn (R)
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Exercice 12 (Mines 2022)

Soit f € €°([a;b],R). Montrer que f est convexe si et seulement si f est limite uniforme de
fonctions polynomiales convexes.

Corrigé : On suppose a = 0 et b = 1 pour commencer. On pose

Yna) €N x (03] Bu(le) = 35f (%) (k1 -yt
On a démontré, dans la preuve du théoréme d’approximation de Weierstrass
IBn(f) = flloo m 0

Soit n entier non nul. La fonction = — B, (f)(x) est polynomiale donc deux fois dérivable. Par
dérivation, il vient pour x € [0;1]

B0 (0) = 357 (£) () o0 = 0= = (= k(1 = a1
On observe
Vke[0;n] k() =n(")) (=8 =m—k)(") =n("7") =n("")

Avec un changement d’indice, on trouve

w0 =5 [r(22) -1 (4)] -

Puis
s W T S
On observe
VEe[0;n—1] k(")) =mn-1(3)
ot (n=1-K) (") = (n=1-k)(, L) = (= D(,32) = (= D("7)

Avec un changement d’indice, il vient

B (@) =ntn -0 [ (E52) op (B0 1 (B)] ¢ppaia - aypas

k=0

fu) = f(v)

u—v

On note Y(u,v) € [0:17, u#v  7(u,v) =
Pour k€ [0; n—2], on a
(50) -2 (50) (D) - (55 50) (50

Or, par convexité de f, la fonction 7 croit et on en déduit B,(f)” > 0 ce qui prouve la convexité
des fonctions polynomiales x — B, f(z)(z). On adapte pour a et b quelconques. On pose g :

[0;1] 2 R,z — f(a+xz(b—a)) puis P, : [a;b] = R,z — B,(g) <E> pour n entier non
—a

b
nul. La suite de fonctions polynomiales (P,), est une suite de fonctions convexes qui converge

uniformément vers f. La réciproque est immeédiate et on conclut

’ f est convexe si et seulement si f est limite uniforme de fonctions polynomiales convexes
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Exercice 13 (Mines-Telecom 2021)
Pour n > 2, on pose P, = X" —nX + 1.

1. Montrer que pour tout entier n > 2, le polynéme P,, admet une unique racine x, € [0;1].

2. Montrer que la suite (z,),>2 converge et déterminer sa limite.

. , a
3. Déterminer « réel tel que x, ~ —.

n—+oo M
Corrigé : 1. Soit n > 2. On a P,(0) = 1 et P,(1) = 2 —n < 0. La fonction polynomiale
x +— P, (x) est dérivable avec
Vo e[0;1] Pl (z)=n(z"1-1)<0

Ainsi, la fonction continue strictement décroissante x +— P, (x) réalise une bijection de [0; 1 [ sur
[2—n;1] et comme 0 € [2—n;1], on conclut

Pour tout entier n > 2, le polynome P,, admet une unique racine z,, € [0;1].

2.0mn a Vn > 2 O0<ne, =1+2], <2
2
d’on Vn > 2 0<z, <—
n
Par encadrement, il vient T, —— 0
n—oo
3.0n a Vn > 2 0<al <z, =0(1)
Ainsi nr, =1+az) =1+o0(1)
1
On conclut T, ~ —
n—+oo N,
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Exercice 14 (Mines-Telecom 2023)
On pose E = ¢°([0;1],R) que Pon munit de la norme || - ||». On pose
1
V(f,xz) e Ex[0;1] T(f)(a:):/ min(x,t) f(t) dt
0

Montrer que T € Z.(E) et calculer ||T||p-

Corrigé : Soit f € E et x € [0;1]. L'intégrande ¢ — min(z,t)f(¢) est continu (par morceaux)
sur le segment [0;1] ce qui prouve que T(f)(z) est bien défini. L’application T(f) est linéaire
par bilinéarité du produit et de 'intégrale. D’aprés la relation de Chasles, on a

T(f)(x) = /0 " min(a, £) £(t) dt + / min(z, 1) £(£) dt
_/xtf(t)dtJr:c/lf(t)dt

T 1
D’aprés le théoréme fondamental d’intégration, les fonctions = — / tf(t)dt et x — / f(t)dt
0

xX
sont continues sur [0;1] (de classe € en fait) et on en déduit que T(f) € E. Puis, par inégalité
triangulaire, il vient

T 1
T < d d
!UM@P<A:U@Mt+xé|ﬂﬂ!t
< o d o d
<§Aﬂun t+w£Hﬂ| /

2

(@) < (5 +20-2) 1k

2
T T
La fonction z — 5 +z(l—x) = 5(2 — ) atteint son maximum sur [0;1] en x = 1 et on obtient

1
IT() e < 51l

ce qui prouve le caractére lipschitzien de T(f) en Og. Enfin, pour f = 1 € E, il vient pour
re[0;1]

T(f) ()] = /Oztdt+x/ at =22~ a)

. 1 1
d’ou HT(f)Hoo:§: §HfHoo

1
On conclut Te Z(E) et [|T|op = B
Remarque : On aurait pu invoquer la continuité sous l'intégrale pour établir T(f) € E pour
f € E mais cette démarche demande un effort spécifique contrairement a I'approche présentée

cil-avant.
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Exercice 15 (Centrale 2021)
Soit (K, +, X, -) une R-algébre commutative, intégre, de dimension finie n > 2.

1. Soit @ un élément non nul de K. Pour = € K, on pose f,(z) = ax. Montrer que f est un
automorphisme linéaire de K.

2. Soit a € K~ R. Montrer que la famille (1, a) est libre mais pas (1, a, a?).

3. Montrer que 'on peut trouver i € K tel que i? = —1. En déduire que K est une R-algébre
isomorphe a C.

Corrigé : 1. On rappelle que (K, +,-) est un R-ev de dimension finie, (K, 4, X) est un anneau
et qu’on a

V(A z,y) € R x K? A-2)y=X-(zy) =x(\-y)
Ainsi
V(A z,y) € R x K? folx+Xy)=alz+X-y)=ax+ X (ay) = fo(z) + X fu(y)
Puis, par intégrité de K, il vient
VeeK  fi(z)=0 <<= ar=0 <= =0

L’application f, est donc un endomorphisme injectif dans un R-ev de dimension finie et par
conséquent

VaeK*  f, € GL(K)

Remarque : On en déduit notamment que K est un corps puisque pour tout a € K*, on dispose,
par surjectivité de f,, de b € K tel que f,(b) = 1, c’est-a-dire ab = 1.

2. Soit a € K . R. Ce choix est possible puisque K est un R-ev de dimension n > 2. La famille
(1,a) n’est pas liée, sans quoi on aurait a colinéaire a 1 puisque 1 est non nul, ce qui impliquerait
a réel. La famille (ak) est une famille de n + 1 vecteurs dans K qui est un R-ev de

ke[0;n]
dimension n. Il s’agit donc d’une famille lice d’ot Pexistence de (o )kefo;n] € R™™ N {Oga+1} tel
d d
que Y apa® = 0. Ainsi, posant R = > @, X*, on a montré
k=0 k=0

Il existe un polynéme non nul R € R[X] tel que R(a) = 0.

Considérant 1’écriture de R comme produit de facteurs irréductibles dans R[X], on en déduit,
par intégrité de K, qu’il existe P, € R[X] irréductible tel que P,(a) = 0. On a degP, > 1 par
liberté de (1,a) et comme les polyndmes irréductibles de R[X] sont de degré 1 ou 2, on conclut
degP, =2 d’ou

La famille (1,a) est libre mais pas (1, a, a?).

3. On peut choisir P, unitaire. On note P, = X? + aX + 3 avec «, 3 réels tels que a? — 43 < 0.
Puis, il vient

2 48 — o
P.,la)=0 < a*+aa+ =0 <:>(a+%) +¥:0
2 « ?
— —(a+—) +1=0
VAP — a? 2
2 o
On pose b:—<a+—
P V48 — a? 2



L’élément b vérifie alors b*> + 1 = 0. La famille (1,0) est libre sans quoi b serait réel et on
note A = Vect (1,b). Montrons A = K. On procéde par 'absurde en considérant ¢ € K ~ A.
En particulier, on a ¢ € K\ R et en procédant comme pour la construction de b, on obtient
lexistence de d € Vect (1,¢) tel que d> + 1 = 0. Il s’ensuit d* = b* puis (d — b)(d +b) = 0
par commutativité de K et par intégrité d = b ou d = —b. Il en résulte que b = £d = X\ + uc
avec \, p réels et 1 # 0 sinon b réel d’ot ¢ € Vect (1,b) = A ce qui est faux. On en déduit que
K = Vect (1,b). Enfin, on considére

C —K
z+—— Rez+blm 2

et on vérifie sans difficulté que ¢ est un isomorphisme d’algébres. On conclut

’La R-algébre K est isomorphe a C.
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Exercice 16 (Centrale 2022)

Soit K un compact de R™. Pour r > 0, on note B, = {z € R" ||z|| < r} et S, = {x € R", ||z] = r}.

1. Montrer que K est une partie bornée de R"™. On choisit un » > 0 tel que K C B,.

2. Etablir Inf {||u —v||, (u,v) € K xS} >0

3. Soit € > 0. Montrer qu’il existe f : R®™ — R"™ bijective, continue, fixant tous les points de
R™ \ B, et vérifiant f(K) C B..

Corrigé : 1. C’est du cours! (a refaire si ’examinateur I'exige)

2. L’application (u,v) + |lu — v|| est continue sur (R™)? muni d’une norme produit. En effet,
pour (u,v) et (u/,v’) dans (R™)?, on a par inégalité triangulaire inverse

[l = ol = o = [ < fluw = v = (@ =) < flu = ][ + [lv =]

Le produit K x S, étant compact comme produit fini de compacts, il existe d’apreés le théoréme
des bornes atteintes (a,b) € K x S, tel que

la = bl = Inf {Jlu— o], (u,v) € K xS,}
On a a # b puisque KNS, = @ d’ou |ja — b|| > 0 et on conclut
Inf {||lu —v]|, (u,v) € K xS, } >0

3. Si e > r, I'identité fait 'affaire. Supposons € < r. On note

d = Inf {|lu—v||,(u,v) e KxS,} =]la—0b| >0

On a par inégalité triangulaire d < lal| + ||b]] <2r
~— =~
<r =r

On en déduit r — §/2 > 0. On pose

(+ si|lz|| =

5
VeeR*  f(z)= mx

<5—|— 5/2 (HxH—(r—é/Q)) sir—0/2< ||z|| <r

si||z]] <7 —0/2

L’application f fixe R™ . B, par déﬁnition On a K C B,_s/2. En effet, considérons z € K et

supposons ||z|| = r — /2. On pose y = r—— qui est sur la sphére S,. On a
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=l —rl=r— ol < 3 <

ce qui est absurde. Il s’ensuit ||z|| < r — /2 d’ou l'inclusion annoncée. Comme on a clairement
f(Br—s/2) C Be, il en résulte en particulier f(K) C B.. L’application f est continue sur chacune
des zones ou elle est définie explicitement et le raccord entre les zones est également continu
(vérification laissé au bon soin du lecteur). Enfin, on vérifie que pour y € R, 'équation y = f(x)
d’inconnue z € R™ admet une unique solution. C’est clair si ||y|| = r ou ||y|| < r — 6/2. Sinon,
on résout

o = oll = llo = ol = llo H\

v=a(e+ 7 lall = = 5/2)

Passant a la norme, on trouve

Sl + (= St =) ) el =l =0

C’est une équation de degré 2 en ||z|| de discriminant strictement positif qui admet deux racines
distinctes de signes opposés car le terme constant est négatif. Il y a donc une unique solution
pour ||z]| = 0 et en injectant dans équation précédente, on en déduit un unique antécédent x a
I'équation f(z) =y. On conclut

Il existe f : R™ — R" bijective, continue, fixant tous les points de R™ \ B, et vérifiant f(K) C B,
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Exercice 17 (Centrale 2016)

Soit n entier non nul et

et xn

11 1 1
1 2 0 0
A, = 0 3 € M,(R)
SRR
1 0 0 n

son polynéme caractéristique.

. Ecrire un fonction A(n) d’argument n entier non nul et qui renvoie A,,.

Pour n entier avec n > 2, relier x,, et xn_1.

On pose Vn > 2 F, = _Xn

kﬁQ(x — k)

Calculer la décomposition en éléments simples F,, et en déduire une expression non fac-
torisée de x,,.

4. Justifier que pour n entier non nul, on a Sp (A,) C R.
d.

6. Représenter les termes de la suite (An),c[2.10]-

7.

Ecrire une fonction L(n) d’argument n entier non nul et qui renvoie A, = max Sp (A,,).

Déterminer un équivalent simple de A\, pour n — +0o et le vérifier par simulation.

Corrigé : 1. On saisit :

def

A(n):
res=np.zeros((n,n))
for i in range(n):
res[i,0]=1
res[0,i]l=1
res[i,il=i+1
return res

2. Soit n entier avec n > 2. En développant sur la derniére colonne, on obtient

-1 X-2 0 ... 0
: 0
Xo = (=1)"2] L 0 + (X = n)xn-1
: : X—n+1
-1 0 ... .. 0y

En développant le déterminant d’ordre n — 1 sur la derniére ligne, il vient

Xn = — Zl;[:(x - k) + (X - n)anl

3. Soit n entier avec n > 2. On a
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Xn 1 Xn—1 1

Fn: = - + :_—+Fn—l
n X—n nzl X—n
[T(X-k) 1 (X —Fk)
k=2 k=2

En fixant F; = xy; = X — 1, on obtient par récurrence immédiate

n n

et o= 11X—k+> I (X-i)

Fp=X—1-%
=X —k =1 k=2i€[2;n]~{k}

Remarque : On peut court-circuiter les questions du sujet et déterminer directement y,,. Pour
reRNN, ona

r—1 -1 ... ... -1
-1 z—2 0 0
n(z) =1 : 0
) ) 0
-1 0 0 z—n
Avec lopération Ly < Lj + > ' il vient
i=2T — 1
1 Xn: L 0 0
x_ —
i—2r — 1
—1 r—2 0 ... 0 w1 "
N I S R (O o AL (R
: : 0
-1 0 .. 0 x—n

En distribuant le produit, on obtient une égalité entre deux expressions polynomiales pour une
infinité de valeurs. Le résultat suit.

4. Pour n entier non nul, la matrice A,, est symétrique réelle donc diagonalisable dans ., (R)
d’aprés le théoréme spectral. On conclut

Vn € N* Sp(A,) CR

5. On saisit :

def L(n):
return max(alg.eigvals(A(n)))

6. On saisit :

tn=range(2,11)

tL=[L(n) for n in tnl]
plt.plot(tn,tL, ’bo--)
plt.grid() ;plt.show()

On observe :
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FIGURE 9 — Tracé de la suite (\,),

On conjecture An ~ n
n—+oo

7. Soit n entier avec n > 2. On pose

L |
Vr e R\ {2}n fn<$):x_1_;§2$—k

La fonction f, est croissante comme somme de telles fonctions. Pour tout k € [2; n], on a

fn(x) T +00 et fp(xr) —— -o0

z—kt
et aussi falz) —— -0 et fu(z) ——
T——00 x—+00
On en déduit que f, s’annule sur |-00;2[, |2;3[, ..., Jn—1;n[ et |n;+00[ d’ou n racines

distinctes pour f, et comme on a

Ve e RN {2}n fn(a:)zxn—(x)

n

[[(z k)

k=2
on en déduit qu’il s’agit exactement des racines du polynome y,, qui est de degré n. Par ailleurs,
on a

n 1 n-l] -
n 1) = 1-1->) — — — l=n—-—(nn—-1)=1>0
Xn(n+1)=n+ kgzn—l—l—k‘ ;k’ ; n—(n—1)
On en déduit A €]nyn+1]
On conclut Ay, ~ N

Remarque : On peut sans trop d’effort améliorer ce résultat en établissant un développement
asymptotique a deux termes. On a

1 —
Xn(An) =0 <= A\, — 1= + >
)‘n_ k=2 n_k
Pui <\ < +1:>Z ! <n§ ! <n§ L
uis n n —_— R —
+1— k:2>\ —k' k_QTL—k

n— 1 1

~ Inn

—
=2 An — k n—to0

39



O déduit A — 1= An
n en dédui )\n_n+0( )
? s 1

don An n—;'—oo Ay — N

. 1
Par suite Ap,— N~ —
n—+oo \,,
1 1

Et on conclut A=n+—4ol|—

n n

On saisit :

tn=range(2,100)
tD=[n*(L(n)-n) for n in tn]
plt.plot(tn,tD, ’bo--7)
plt.grid();plt.show()

On observe :

i i i i
20 40 60 80 100

FIGURE 10 — Tracé de la suite (n(A, —n)),
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Exercice 18 (Centrale 2019)
Soit ¢ € L (M,(C)). On note
() @(GLA(C)) € GL,(C)
() VM EM(C)  1g(p(M)) = g (M)
1. Soit M € #,(C). Montrer
M nilpotente <= Y\ € C I, — A\M € GL,(C)
2. Soit M € #,,(C). On suppose que ¢ vérifie (x). Montrer
M € GL,(C) <= ¢(M) € GL,(C)

3. Etablir (x) = (%%

Corrigé : 1. On a
YAEC I, - AMeGL,(C) «=YAeC* A1, —Me GL,(C)

Ve xu(AH#0
vaeC I, =AM € GL,(C) < Sp(M) = {0}

Dot M nilpotente <= VA e C (L, — AM) € GL,(C)

2. Soit M ¢ GL,(C) et r = rg M. On note K, = <8 16) On a rg K, = r et comme

des matrices de méme rang sont équivalentes, on dispose de A et B dans GL,(C) telles que
M = AK,B. On pose P = AB. On a P~'M = B~ 'K, B semblable a K, donc nilpotente d’otl

vieC I, — A\P7'M € GL,(C)
Multipliant par la matrice inversible P a gauche, on obtient
VAeC P — M € GL,(C)
Ainsi, on a (P — AM) = ¢(P) — Ap(M) inversible pour tout A € C avec ¢(P) inversible d’o1,
multipliant & gauche par o(P)!
vaeC I, — Ao(P)tp(M) € GL,(C)

ce qui prouve ¢(P)"'p(M) nilpotente donc non inversible. Il en résulte que o(M) n’est pas
inversible et on conclut

M € GL,(C) <= ¢(M) € GL,(C)

3. Soit M € #,,(C) avec rg M = r < n. On dispose de A, B inversibles telles que M = AJ,B. On
pose Q = ADB avec D = diag(1,2,...,n). On a Q —AM = A(D — A\J,.)B non inversible pour A €
[1; 7] ot p(Q) — Ap(M) non inversible pour A € [1; ], autrement dit A™'T,, — ¢(Q) "t (M)
non inversible pour A € [1; 7] ce qui prouve que ¢(Q)*p(M) admet 7 valeurs propres distinctes
non nulles d’oi rg (M) > r. L’inégalité vaut aussi si r = n et on a donc établi

rg (M) > rg M

Ainsi, 'endomorphisme ¢ est donc injectif et est par conséquent un automorphisme. Il s’ensuit
que ’équivalence établie a la deuxiéme question vaut aussi pour ¢! et I'inégalité précédente
appliquée & ¢! permet de conclure

() = (+x)
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Exercice 19 (Mines-Telecom 2021)

1o —a?(1+t%) z
Pour x réel, on pose  F(x) = / ————dt et G(z)= / e " dt
o L+t 0

1. Montrer que F et G sont de classe € sur R.

2. Pour z réel, déterminer F'(z) en fonction de G(z) et G'(x).
+0oo
3. En déduire la convergence et la valeur de / et dt.
0

Corrigé : 1. On pose

e712(1+t2) 2
avec X = R et I = [0;1]. La fonction G est une primitive de la fonction continue g. Puis, on

vérifie :
e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) et intégrable sur le segment 1.
e Pourt € I, on a x — f(x,t) € ¢'(X,R). Par dérivation, on trouve

V(z,t) e X x1 ?(Q;,t) — _9pe v (1+t?)
x

0
e Pourx € X,;onat— a—f(x,t) € Cm(LR).
x
e Domination : Soit ¢ > 0. On a

%(w,t)' < 2a

et ¢t — 2a est continue par morceaux et intégrable sur le segment 1. La fonction F est donc de
classe ¢! sur [—a;a] pour tout a > 0 et par conséquent

V(z,t) € [—a;a] x1

’Les fonctions F et G sont de classe €' sur R.‘

of
ox

Remarque : On a V(z,t) e X x 1 (x,t)' < 2z|e

et par une étude de fonctions, on obtient
VieR  2|zle™ <22

ce qui permet de faire une domination globale (luxe inutile. . .).
2. Par dérivation, on trouve pour x réel
1 T
F'(z) + (G2)(2) = —2ze " / o~(@0? 4t 4 90" / et di
0 0

Le changement de variable © = xt (pour z # 0) dans la premiére intégrale permet d’obtenir

F'+(G*)' =0

Remarque : L’égalité vaut trivialement en z = 0.

3. La fonction F + G2 de dérivée nulle sur 'intervalle R est donc constante. Par conséquent

vz e R (F+G2)($)_(F+G2)<O)_/O 1itt2 :%
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2

Par ailleurs, on a V(z,t) e X x1 0< fz,t)<e™

D’ou, aprés intégration Ve e X O0<F(z)<e™
et par encadrement F(z) —— 0
r—r+00
o s

Ainsi G(z) = 1 +o(1)

+oo ) T
On conclut L’intégrale / e~ dt converge et vaut ER

0
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Exercice 20 (Mines-Telecom 2021)

Soit S € .7, (R) avec Sp (S) C ]0;+00]. Pour X € ., 1(R) ~ {0}, on pose
S

ERY]

Justifier que la suite (Yy)x est bien définie puis montrer qu’elle converge vers un vecteur propre
de S.

Vk e N e

Corrigé : D’apreés le théoréme spectral, on a

AESD (u)
Par une récurrence immédiate, pour z = Y ) avec x) € Ey(u) pour tout A € Sp (u), on a
AESD (u)
Vk e N ub(x) = 57 Ny,

AESp ()
Pour z € E \ {Og}, on pose
A, ={NeSp(u) | zx#0g} et a,=maxA,
Soit € E \ {Og}. Par définition de A,, on a

T= D, Ty= Y. LN=To, + Y. Ty

AESD (u) AEAL AeA~{az}
Ainsi VkeN  uf(z)=akz,, + > My

Soit x € E X {0g}. Comme u € 1T (E), la valeur propre «, est strictement positive et on a

VA e A N {ag} 0<A<a,

A\ K
d’ou VA e A~ {ag} <—> —0
Oy k—+oo
A\ F
Par conséquent —uf (1) =20, + D (—) Ty — Tq,
oy ’ AEAL~{az} Oy k—+o0

L’endomorphisme u est un automorphisme d’ott u* également pour tout k entier. Ainsi, pour
z € Ex {0g}, on a u*(z) # Og et par conséquent,

La suite () est bien définie.

1
On pose VEeN v = —uf(z)
&I
. Uk
On obtient Vk e N Tp = ——
[[og|

D’aprés le résultat de la question 4 et la continuité de la norme, on conclut

o,

Tk € E,, (u)

horoo ||Za, |

Remarque : Il s’agit d’une déclinaison pour un endomorphisme symétrique défini positif de la
méthode de la puissance ilérée.
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Exercice 21 (Mines 2023)

Soit (€2, 47, P) un espace probabilisé et (X,), une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de para-
métre 1/2.

1. Déterminer la loi de Z, = > 2" *X,.
k=0
2. Déterminer lim P(Z, > 3") et lim P(Z, > 2").

Corrigé : 1. Soit n entier. On sait que tout entier de [0; 2" — 1] posséde une unique écriture

binaire de la forme Y d;2* avec les di € {0, 1} ou, de maniére équivalente, de la forme > x;,2" %

k=0 k=0
avec les 24, € {0,1}. Ainsi, par indépendance des Xy, on a pour (zo, . ..,z,) € {0,1}"
= n—k ~ & 1
P(Z, =Y 2" ) =P | () {Xe =2} | = [] P(Xe = 1) = ST
k=0 b0 k=0
On conclut L~ U)o om+1-1]

2. Soit n entier. On a
ontl_] 1 (2n+1 . 1)2n+1 1
E(Z,) = kP(Z, = k) = = (2"t 1

La variable aléatoire Z,, est positive et d’aprés 'inégalité de Markov, il vient

P(Z, > 3") < B%E(Zn) L gy o (2>

T ox 3 ot \3
Do P(Z, > 3") —— 0
n—oo
Puis, on a (X, =0} = {zn < Yok —on 1} — {7, <2}
k=1
1
Ainsi VneN  P(Z,22")=PX,=1) = 5

Remarque : Demander la limite d’une suite constante est un peu déroutant. ..
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Exercice 22 (Centrale 2021)

Soit n entier non nul et A,, = (Xm-)1 <ijen UNE matrice dont les coefficients sont des variables
aléatoires indépendantes. On note D,, = det A,,.

1. Avec Poutil informatique, estimer les valeurs de E(D,,) et V(D,,) pour différentes valeurs
de n lorsque les X;; sont i.i.d. de loi %{_;1}. Que peut-on conjecturer ?

2. Montrer ces conjectures pour n =1 et n = 2.

3. Etablir E(D,) = det (E(X;;))

1<i,j<n
4. Soit x réel. Calculer E(xa,(x)) dans le cas ot les X; ; ont la méme loi.
5. On suppose les X, ; centrées réduites.

(a) Soient o et 7 deux permutations de [1; n]. Montrer

Cov <H1 Xo(iyis 11 XT(i),i)

=1 0 sinon

(b) Calculer V(D,,).

Corrigé : 1. On saisit :

def A(n):
return 2*rd.randint(0,2,(n,n))-1

N=10000
for n in range(1,6):
m1=0
m2=0
for k in range(N):
D=alg.det(A(n))
ml+=D
m2+=Dx*x*2
print ("n=",n)
print ("E(D_n)=",m1/N)
print ("V(D_n)=",m2/N- (m1/N) **2)
print ()

On observe :

n=1
E(D_n)= -0.002
V(D_n)= 0.999996

n= 2
E(D_n)= -0.0206
V(D_n)= 1.98717564

n= 3
E(D_n)= -0.0312
V(D_n)= 6.06942656
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n= 4
E(D_n)= -0.036
V(D_n)= 24.030703999999997

n= 5
E(D_n)= -0.15359999999999996
V(D_n)= 119.32360703999997

On conjecture Vn € N* E(D,)=0 et V(D,)=n!

2. Pour n =1, on a Dy = Xy ; d’out E(D;) = 0 puis V(D) = E(X},) = E(1) = 1. Pour n = 2,
on a Dy = X, ;X5 — X 2Xy ;1 puis par linéarité de I'espérance et indépendance des X, ;

E(DQ) = E(Xl,lxz,z - X1,2X271) =...=0
Puis V(DQ) = V(X1’1X272 — X1,2X2,1> = V(X1’1X1’2> + V(XI,QXQJ)
avee V(XMXLZ) = E(X%JX%Q) - E(Xl,lxz,z) =1

et de méme pour l'autre terme. On conclut

E(D,)=0 V(D)=2 EDy)=0 V(Dy) =2

3.0n a D, = 3 e(0) [1 Xo@).

Par linéarité de 'espérance, il vient

On conclut E(D,) = det (E(X;;))

4. Soit @ réel. On a xa, (z) = det(al, — A,) = > e(0) [T (#0001 — Xoi))

oES, =1
d’ou E(xa,(x)) = XS: e(o) H1 (xdg(i),i — E(Xg(i)ﬂ»))
TEDN 1=

Notant u = E(X; ;) pour tout (z,7) € [1; n]? et J la matrice de ., (R) dont tous les coefficients
sont égaux a 1, on trouve

E(xa,(z) = det(zl,, — pnJ)

On effectue les opérations C; <= Y C; puis C; - C; + pCy et on obtient
i=1

E(xa, () = 2"}z — np)

5.(a) Soit (o, 7) € S2. On a par indépendance
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E <l:[1 XU(i),i) = QE(XU(i)7i) =0

Ainsi, d’aprés le relation de Konig-Huygens, il vient

Cov (1:[1 Xa(i),i; 1:[1 Xr(i),z’) =K (1:[1 Xo’(i),i H Xr(i),i)

i=1
Si o # 7, il existe ip € [1; n] tel que o(iy) # 7(ig) d’ol

E (1_[1XU(Z)72X7—(1)7Z> =K <Xa(io),i0XT(io),io H .. ) = E(Xa(io),i()) X...=0

i€[1;n]~{io}

Sic=r7,ona E(HXQ)i):E(l)zl
i=1 ’

o(s

Ainsi, on obtient

V(D,) = Cov < S e(0) IT Xowar 32 () ﬁ[l XT(@ﬂ)

UESn i=1 TESn
= Y e(o)e(r)Cov (H Xoiyir 11 XT(i)J‘) = Y e(0)? = Card S,
(o,7)ES2 i=1 i=1 o€S,,
On conclut V(D,) = n!
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Exercice 23 (Mines-Telecom 2021)

Soient X, Y, Z des variables aléatoires indépendantes de méme loi binomiale de paramétres n
entier non nul et p € |0;1[. On pose

X(w) X(w) X(w)
Yw € Q Mw)=1{ Y(w) Y(w) Y(w)
Zw) Zw) Zw)

1. A Taide de fonctions génératrices, montrer que S = X + Y + Z suit une loi binomiale et
préciser son espérance et sa variance.

2. Déterminer une expression simple de M? en fonction de M et S.
3. Calculer la probabilité que M soit un projecteur.
Corrigé : 1. Soit t € [0;1]. Par indépendance, il vient
Gs(t) = Gx(t)Gy(t)Gz(t) = (pt +1 —p)>"
Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on conclut

S~Z3n,p) E(S)=3np  V(S)=3np(l—p)

X 1
2. On observe M=CU" avec C=1[Y et U=|[1
7 1

Par associativité du produit matriciel, il vient

M?=C(UTC)UT = (X +Y + Z)CUT

On conclut

3.0n a
{M projecteur} = {M?> = M} = {SM =M} ={M=0}U{M#0,S=1} ={S=0}U{S=1}

Ainsi P (M projecteur) = P(S =0) + P(S = 1)

On conclut P (M projecteur) = (1 — p)*" 4 3np(1 — p)»~!
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Exercice 24 (Mines-Telecom 2022)

Soit f : R — R fonction k-lipschitzienne avec k € [0;1].

1. Montrer que la fonction f admet un point fixe.

2. Montrer que ceci est faux si on suppose seulement

V(z,y) eR* avec z#y  |f(x)— fy) <|r—yl

Corrigé : 1 . Soit zy € R. On pose z,.1 = f(x,) pour tout n entier. On a

Vn € N* ‘anrl - xn’ = |f<xn) - f(xnfl)’ < k ‘xn - xnfly

et par récurrence Vn € N |Tp1 — Tp| < E" |21 — 20

La série Y k™ converge d’oti la convergence absolue et donc la convergence de la série téléscopique

> [Tnse1 — z,). On en déduit xz, — ¢ et comme la fonction f est continue, il vient en faisant
n oo

tendre n — +oo dans la relation z,.1 = f(x,) l'égalité f(¢) = ¢. On conclut

’La fonction f admet un point fixe. ‘

2. On pose Vez e R flz)=va?+1
Soient (z,y) € R? avec  # y. On a

?+1-(yP+1)
Viz+1—/y2+1=
v Va2 + 1+ /y2 +1

2| + [y|
2] + |yl

|z + 9|
Va2 +1+/y? +1

d’ou [f(x) = f(y)l = |z =y <lz -yl

¢’est-a-dire |f(z) = fy)l < |z —yl

et la fonction f n’admet clairement pas de point fixe. On conclut

’Le résultat est faux en supposant seulement strictement 1-lipschitzienne.
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Exercice 25 (Mines-Telecom 2023)

T2 Arct t
Pour x réel, on pose F(x) = / &g) dt
0 t(1+12)

1. Montrer que F est définie et de classe ¢! sur R.
2. En déduire une expression simple de F(z) pour x réel.
Corrigé : 1. L'intégrande est impaire et on va donc se restreindre a 1’étude sur R,. On pose
Arctan (xt)
t(1+t2)
avec X =R, et I =]0;+00[. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous 'inté-
grale.

V(z,t) e X x 1 flz,t) =

e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) par théorémes généraux. Puis, on a
xt 1
f(x,1) 150 t 0 ¥ et f(@.1) t—+00 O (t_Q)

ce qui prouve l'intégrabilité de ¢t — f(z,t) sur L.
e Pourt el onax— f(z,t) € ¢ (X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

of 1

V(z,t) e X x 1 (‘9_x<x’t> = 1101 20
of o -
e PourzeX,onat— %(x, t) € €pm (L, R) par théorémes généraux.
e Domination : On a
V(e t) € X x T ‘a—f(g; t)' <o) avec (t) = —
’ ox "’ 1+ t2

+00 ~ T
La fonction ¢ est dans é,,(I,R.), intégrable sur I puisque / o(t) dt = [Arctan t];> = 7
0
Par imparité, on étend le résultat sur R et on conclut

Fe¢' (RR)|

2. Soit x > 0 et  # 1. Par décomposition en éléments simples, on trouve
1 1 { 1 x?
(14+2)(1+222) 1 —a2 [14+12 14 222

On suppose également = # 0 pour l'intégration du second membre. Il vient
1 = s

F/( ) 1 /+oo |: 1 1’2 (1 )
xTxT) = — = — —_r) = —-
1—22 ), 1+t 14222 1—2a%2 2(1+x)
La formule vaut aussi pour z = 0. Par ailleurs, comme F’ est continue sur R, on a F'(1) =
linri F'(x) et par conséquent
Tr—r

T

Par intégration, il vient
Ve >0 F(z) = F(0) + / F'(u) du = gln(l + )
0

En complétant par imparité de F, on conclut

ol



gln(1+x) six >0
VzeR F(z) = -
—§ln(1—x) sixz <0

Remarque : Pour faire efficacement la décomposition en éléments simples, on peut considérer

1 Pu+1—2*(u+1) 1

(1+uw)(1+z2u) (1+u)(l+22u) 1— a2

et 'appliquer en u = ¢2.
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Exercice 26 (Mines-Telecom 2023)
Soit S I’ensemble des couples (P, Q) € R[X]? tels que (X — 1)"Q + X"P = 1.

1. Montrer qu’il existe un unique couple (Py, Qg) € SNR,,_1[X]>.
2. Décrire S.

.. Rn_l[X]Q — Rgn_l[X]
Corrigé : 1. On pose D

(P,Q) — (X —1)"Q+X"P
L’application ® est bien définie puisque pour P € R,,_;[X], on a
deg(X — 1)"Q + X"P < max(deg(X — 1)"Q,deg X"P) < 2n — 1
et elle est linéaire par bilinéarité du produit. Pour (P, Q) € R,,_;[X], il vient
PP,Q) =0 <—= X-1)"Q=-X"P

Ona (X—1)"AX"=1cet X"[(X—1)"Q d’ou X"|Q d’aprés le lemme de Gauss. Comme on a
degQ < n — 1, on en déduit Q = 0 puis P = 0 par intégrité ce qui prouve 'injectivité de .
Enfin, on observe

dimR,,_[X]? = 2n = dim Ry, [X]

L’application ® est linéaire injective entre deux espaces de méme dimension et c¢’est par consé-
quent un isomorphisme. On en déduit que I’équation (P, Q) = 1 admet un unique antécédent
dans R,,_;[X]? et on conclut

Il existe un unique couple (Py, Qg) € SNR,_4[X]?.
2. Soit (P, Q) € R[X]% On a
(P,Q) €S = (X —1)"Q+X"P = 1
{(X —1)"Q+X"P=1
(X = 1)"Qq + X"Py = 1

Toujours d’apreés le lemme de Gauss, comme X"[(X — 1)"(Q — Qo), il vient X"|(Q — Q) d’ou
Q = Qo+ X"R avec R € R[X] et

~X"(P — Py) = (X — 1)"X"R
d’ou P =Py — (X — 1)"R. Ainsi, on a
SC{(Po—(X—-1)"R,Qo+X"R),R € R[X]}

— (X-1)"(Q— Qo) = —X"(P—Py)

et on vérifie 'inclusion réciproque sans difficulté. On conclut

S={(Py— (X - 1)"R,Qo + X"R),R € R[X]}
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