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Equations aux Dérivées Partielles - Exercices

Exercice 1 (*)

Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes :

1. 3ﬁ—2ﬁ:0 sur R?  avec u=rty
ox dy v=2x+ 3y
2. :70ﬁ + y% = f sur R? < (R_ x {0}) avec les coordonnées polaires
ox dy
Corrigé : 1. Notant (u,v) = p(z,y), on a f = fo @ et par dérivation composée
of _oudf  owdf of _of  ,0f
oxr  Ordu Ox v — oxr  Ou v
Of _ dudf  ovof of _of _jof
dy  Oydu Oyov dy  Ou ov

Ainsi, notant (E) I'équation aux dérivées partielles a résoudre, on a

f €Sy — %:0 — f(u,v) =A(v) avec A€ E'(R,R)

On conclut V(z,y) e R*  f(z,y) = A2z +3y) avec A€ C'(R,R)

2. Notant (z,y) = ¢(r,0) = (rcosf,rsinf),ona f = fop. Ona

3_;_%@_}_%@ 8—]?—Cos@a—f—i—siné’a—f
or  dx0r Oyor or ox oy
~ <~ ~
a_f—g% g@ 8_f—_ S' 98_f+ Cosea_f
80 9x 00 Oy o0 a0 — DM Uar Ty,
Ainsi, notant (E) 'équation aux dérivées partielles a résoudre, on a
feSy — r% = f < f(r,0)=rA() avec Ac €' -m;7[,R)

On conclut

V(z,y) € REN(R-x {0})  flz,y) = a2 + y2A [Arctan (#)1

x4+ /2?2 + y?
avec A e €' -7m;7[,R)

Remarque : Quand on applique la régle de la chaine sur une équation aux dérivées partielles,
on réalise un changement de variable et il faut donc 'appliquer également au second membre f
qui devient fop = f.



Exercice 2 (*)

Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes :

1.8—f—38—f:0 sur R?  avec u=2rty
Oz oy v=3r+y
0 0
2. y—f - as—f = sur R? \ (R_ x {0}) avec les coordonnées polaires
ox oy
Corrigé : 1. Notant (u,v) = ¢(z,y), on a f = }vo @ et par dérivation composée
of _oudf oo of _,of , 0]
Or Oxrdu Oxdv — ox ou ov
of _oudf  ovor of _of  of
dy  Oydu Oydv dy Ou  Ov
Ainsi, notant (E) 'équation aux dérivées partielles a résoudre, on a
f €Sy — % =0 < f(u,v)=A@w) avec A € E'(R,R)
On conclut V(z,y) e R*  f(z,y) =ABz+vy) avec A€ F'(R,R)

2. Notant (z,y) = ¢(r,0) = (rcosf,rsind), ona f=foyp. Ona

of _ofor  ory OF o 0
or  dx0or  Oyor or €08 ox i oy
~ <~ ~
g—g@ %@ a—f——rsin0—+r0056’—
00 0x 00 = Oy ol 00 ox y
Ainsi, notant (E) I’équation aux dérivées partielles a résoudre, on a
feSy = Tg—f = f < f(r,0) =A(r)e’ avec A€ €(]0;+00[,R)
r

On conclut

V(z,y) € R*~ (R- x {0}) flz,y)=A (\/$2 + y2> exp [Arctan (4)]

T+ /12 + P
avec A€ %'(]0;+0[,R)

Exercice 3 (**)

Résoudre I'équation aux dérivées partielles

°f _ Lf
952@ - ?JQa—yQ =0 (E)

sur | 0; +00 [ avee (u,v) = (zy, z/y).

Corrigé : On note U =10 +00[>. On cherche f € €%(U,R) solution de ’équation aux dérivées
partielles (E). Notons (u,v) = ¢(x,y) = (z,2 + 2y) le changement de variables de U sur V avec
V = U (c’est un €*-difféomorphisme de U sur V, i.e. une bijection de €% de U sur V dont la
réciproque est aussi de classe €2). On a le diagramme commutatif



donc f = fo . Avec la régle de la chaine, on trouve
of 8f8u+8f8v_ 6_f+18f
ox udr | ovor ou y Ov
of 8f8u+8fav_ of wxof
dy oudy  Ovdy Tou 2 v
Toujours avec la régle de la chaine et en regroupant les dérivées croisées d’apres le théoréme de
Schwarz, il vient
0? oFf 0 f 10 f
Yy—+ -
022 8x du ' yov
*fou  2f 0 1( 0°f ou 8*f 0
(fu fv>+§( f_u+fv)

W%—{—av@u% oudv Ox  Ov? 0x2
Pf L[ Pf 1S
22 =V e 2 huon T 2 o2

, O f a(af z Of
puis — =7 \|\v= ==

:$(82f0u+ 0*f @)+2xﬁf $(82f8u 82]781;)

@a_y Jvdu Jy Pov  y2 \ udv dy + 81}28_y

2 27 2 927 2927
o°f ﬂ_2_af+x8f 2:L‘E)f

oy? v ou? y? Qudv 4 Ov? y3 v

Ainsi, on a

o°f 9 0
fE€SE <= 2u8u8fv ai 0 <~ 85 a(v)vu <= f(u,v) = A(v)\/u+ B(u)

avec a € €1(]0;+00 [, R), et A, B dans ¢*(U,R). On conclut

SE = {( y) € U A( ) VTy +B(zy) avec (A,B) e %Q(U,R)Q}




