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Exercice 1 (CCINP 2024)

Soit E l'espace des fonctions continues 2π-périodiques de R dans R. On dé�nit

∀(f, g) ∈ E2 ⟨f, g⟩ = 1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t) dt

1. Démontrer que (f, g) 7→ ⟨f, g⟩ est un produit scalaire sur E.

2. Soit F = Vect (x 7→ cosx, x 7→ cos(2x)). Déterminer le projeté orthogonal sur F de la
fonction x 7→ sin2 x.

Exercice 2 (CCINP 2024)

Soit A ⊂ C et (fn)n une suite de fonctions avec fn : A → C.

1. Montrer
∑

fn converge uniformément sur A =⇒ fn
CU−−−→

n→∞
0 sur A

2. On pose ∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; +∞ [ fn(x) = nx2e−x
√
n

Prouver que
∑

fn converge simplement sur [ 0 ; +∞ [. La convergence est-elle uniforme ?

Exercice 3 (Navale 2017)

Soit E un K-ev et u ∈ L (E). Montrer

Ker u = Im u ⇐⇒ u2 = 0 et ∃v ∈ L (E) | u ◦ v + v ◦ u = id

Exercice 4 (Centrale 2023)

1. Montrer le théorème d'intégration des séries uniformément convergentes sur un segment.

2. Soit γ ∈ C 1([ a ; b ] ,C) et f ∈ C (C,C). On pose∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt

et on étend cette dé�nition au cas où la fonction f est à valeurs dans Mn(C). Pour r > 0,
on note

∀t ∈ [ 0 ; 2π ] γr(t) = re it

Soit
∑

bnz
n une série entière de rayon de convergence in�ni et f sa somme. Montrer

∀a ∈ C ∀r > |a| f(a) =
1

2iπ

∫
γr

f(z)

z − a
dz

3. En déduire que pour toute matrice M ∈ Mn(C) et pour r assez grand, on a l'égalité

exp(M) =
1

2iπ

∫
γr

e z(zIn −M)−1 dz
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Exercice 5 (Mines 2023)

Soit φ ∈ L (Rn,R). On pose ∀x ∈ Rn f(x) = φ(x)e−∥x∥2

Montrer que la fonction f admet un maximum et un minimum sur Rn puis les déterminer.

Exercice 6 (Mines 2023)

Soit f : Mn(K) → K non constante véri�ant

∀(A,B) ∈ Mn(K)2 f(AB) = f(A)f(B)

Montrer A ∈ GLn(K) ⇐⇒ f(A) ̸= 0

Exercice 7 (Centrale 2023, X 2019)

Soit (G, ⋆) un groupe �ni d'ordre n. On note Ĝ l'ensemble des morphismes de (G, ⋆) vers (C∗,×).

1. (a) Rappeler la dé�nition de l'ordre d'un élément de G. Que peut-on dire de l'ordre de
g ∈ G ?

(b) Pour φ ∈ Ĝ, préciser les valeurs possibles pour φ(g) avec g ∈ G.

(c) Montrer que l'ensemble Ĝ est �ni. On note n̂ son cardinal.

2. (a) Pour φ ∈ Ĝ∖ {1}, montrer
∑
g∈G

φ(g) = 0.

(b) Montrer que Ĝ est une partie libre de CG.
(c) En déduire n̂ ⩽ n.
(d) Si le groupe (G, ⋆) est cyclique, établir n̂ = n.

3. On suppose (G,+) abélien �ni.

(a) Pour x ∈ G, on note δx : Ĝ → C, χ 7→ χ(x). Véri�er que δx ∈ ̂̂
G pour x ∈ G puis

établir que l'application Φ : G → ̂̂
G, x 7→ δx est un isomorphisme.

(b) En déduire n̂.

Exercice 8 (ENS 2017)

1. Soit A =
(
ai,j

)
1⩽i,j⩽n

∈ S +
n (R) et k entier non nul. Établir

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] aki,i ⩽ (ak)i,i

2. Soit M ∈ Mn(R) trigonalisable.

(a) Montrer qu'il existe P ∈ On(R) et T triangulaire supérieure telles que M = PTP⊤.

(b) En déduire ∀k ∈ N∗ Tr (M2k) ⩽ Tr ((MM⊤)k)

3. Soit U ∈ S ++
n (R) et V ∈ Sn(R). Justi�er que UV est trigonalisable puis montrer

∀k ∈ N Tr ((UB)2
k
) ⩽ Tr (U2kV2k)

4. Soient A, B dans Sn(R). On rappelle la formule de Trotter-Kato :(
eA/keB/k

)k −−−→
k→∞

eA+B

Conclure en montrant Tr (eA+B) ⩽ Tr (eAeB)
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