ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Préparation a l'oral - Feuille n°5

Exercice 1 (CCINP 2024)

Soient E et F deux R-ev normés.

1. Pour f € Z(E,F), montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(P1) f e ¥F(E,F);

(P2) f est continue en Og;

(P3) k>0 | VzeE  |[f(2)llr <kl

2. Soit E=%"([0;1],R) muni de || - ||oo. On pose

ViEE  olf) = /0 £(t) dt

Montrer que ¢ est linéaire et continue.

Corrigé : Exercice 36 CCPINP 2024

Exercice 2 (CCINP 2024)

Soit p projection vectorielle de R? sur le plan P le plan d’équation x + y + z = 0 parallélement
z
a la droite D d’équation x = g =3

1. Veérifier R3=Pa&D

2. Soit u = (z,y, z) € R3. Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique
de R3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.
Corrigé : Exercice 71 CCPINP 2024

Exercice 3 (CCINP 2024)
1. Soit (a,b,p) € Z3. Prouver
pAa=1 et pAb=1 = pA(ab)=1
2. Soit p un nombre premier.
(a) Prouver que pour tout k € [1; p— 1], p divise (i)k! puis en déduire p divise (i)
(b) Prouver VneN  n?=np

(c¢) En déduire que pour tout entier n

pne divise parn = nP =1 [p|

Corrigé : Exercice 86 CCPINP 2024



Exercice 4 (Navale 2024)

Soit (uy), une suite de réels positifs de limite nulle. Montrer que cette suite posséde une sous-suite
décroissante.

Corrigé : On construit une extractrice ¢ par récurrence. On pose ¢(0) = 0 puis
Vn e N e(n+1) = Min {k > @(n) | up < upm)}

On justifie qu’une telle construction est licite. On suppose ¢(n) défini pour n entier fixé. Comme
U k—> 0, on dispose de N entier tel que 0 < uy < Uy pour tout n > N. Par conséquent,
— 00

I’ensemble
{k > on) | u, < upm}

est une partie non vide N et admet donc un plus petit élément. Par construction, ona ¢ : N - N
avec

Vn e N QO(TZ + 1) > go(n) et Upnt) < Ugp(n)

ce qui prouve que ¢ est une extractrice et que la suite (), décroit. Ainsi

Une suite positive de limite nulle posséde une sous-suite décroissante.‘

Remarque : Si la suite est & valeurs strictement positives, on peut extraire une sous-suite
strictement décroissante en adaptant trés légerement la rédaction . On pose ¢(0) = 0 puis

Vn € N e(n+1) = Min {k > @(n) | up < ugm) }

On justifie qu’une telle construction est licite. On suppose ¢(n) défini pour n entier fixé. Comme
U k—> 0, c’est-a-dire avec une quantification stricte
—00

Ve >0 INeN | VneN n>=2N = |u,|<e
on dispose de N entier tel que 0 < uj, < uy(,) pour tout n > N. Par conséquent, I’ensemble

{k > pn) | u < u@(n)}

est une partie non vide N et admet donc un plus petit élément. Par construction, on a ¢ : N — N
avec

VneN  on+1)>¢n) et Ugmnir) < Upm)

Exercice 5 (Mines 2024)

1
d¢
Déterminer lim /
n—-+oo
0 \/2+\/2+\/...+\/2+2t

Corrigé : Pour t € [0;1], on pose ug(t) = 2t puis pour n entier u,,1(t) = /2 + u,(t) et

L, = / 1—(), intégrale bien définie comme intégrale de fonction continue sur un segment. On
0 Un
pose
Vze[0:2]  fla)=v2Z+u
L’intervalle [0;2] est stable par f. La fonction f est dérivable et on a
1

Vo € [0;1] f’(l’):m



Alors, par inégalité des accroissements finis, on trouve

1
V(n,t) € N [0:1] funaa () = 2| = | f(ua(t) = F)] < 5 [ua(t) 2|
et par récurrence
1 1
Vin 1) ENX[051]  Jun(t) 2| < o luolt) = 2| < 5y
d’ou Hun - 2”00 >0
n—00

Par récurrence & nouveau, on vérifie u, () > v/2 pour tout n entier non nul et ¢t € [0;1]. Pour
n entier non nul, il vient

e[ e [
1‘ 1

d’on == < —=
2] T 22

[tn — 2|0

dt 1

/1
n%oolé
0 \/2+\/2+\/...+\/2+2t

Remarque : On peut procéder par convergence dominée avec la domination
1 1 . 1 n 1
u,(t) 2| T2 2

méme si le recours a ce théoréme ne s’impose pas ici.

On conclut

¥(n,t) € Nx [0;1]

Exercice 6 (Mines 2024)
Soit f € €*(R™,R) telle que Sp (Hy(x)) C [1;+00[ pour tout = € R™

1. Soit x € R™. On pose
2

VEER  (t) = f(t) — (V(0),t2) — lal?
Montrer que la fonction 1 est convexe.
2. Montrer que la fonction f admet un minimum global.
Corrigé : 1. Soit z € R™. On pose
vVt eR o(t) = f(tx)
Les fonctions ¢ et ¥ sont de classe € sur R. Par dérivation, on trouve

Ve R () = (2, V[(tz))  ¢"(t) = (2, H(tz)z)

puis VEER  ¥/(t)=¢'(t) —¢'(0) = tllz]®  ¥"(t) = "(t) — ||z
Soit ¢ réel. Notant A;(t),..., \,(t) les valeurs propres de Hy(txz) et y1,. ..,y les coordonnées de
x dans une base orthonormée de vecteurs propres associés, on a

(1) = ;Az-(t)y? > ;yz = [|=|*

Alinsi VteR '(t) =0



On conclut ’La fonction v est convexe. ‘

2. Par position graphe/tangente, on a

vieR  4(t) = ¢ (0)t +(0) = ¥(0)

et en particulier, on obtient

(1) = f(z) = (V[(0),z) — %Ilﬂ'«"ll2 > f(0)

D’ou Vr € R® f(x) = f(0)+(Vf(0),z) +%”37H2

1
On en déduit  Vz € R™ f(x) = f(0) = [[VFO)[||=]| + §H$HQ —— +00

||| —+o0

On dispose de R > 0 tel que f(x) > f(0) pour ||z|| > R et la fonction continue f admet un
minimum sur Bf(0,R) qui est < f(0) puisque 0 € B;(0,R). On conclut

’La fonction f admet un minimum global.‘

Exercice 7 (Centrale 2024)

1. (a) Soit G un ensemble non vide. Rappeler les conditions sur la loi x pour que le couple
(G, *) soit un groupe.
(b) Rappeler la définition de la différentielle d’une application en un point. Faire le lien
avec les dérivées partielles dans le cas €.

Soit x une loi de groupe sur R de neutre e.
On suppose que 'application f: R* = R, (z,y) — xxy est de classe €.

2. Montrer V(z,y) € R? Dof(xxy,e) = 0of(x,y)02f(y,e)

En déduire Vy € R Oaf(y,e) >0
3. Montrer qu’il existe un ¢*-diffecomorphisme ¢ de R sur R tel que

V(z,y) eR*  @lr*y) =)+ o(y)

Corrigé : 1.(a) Le couple (G,*) est un groupe si la loi x est une loi de composition interne,
associative, ayant un élément neutre et tel que tout élément admet un symétrique.

1.(b) Soit f : U — F avec E et F des R-ev normés de dimension finie, U un ouvert de E et a € U.
La différentielle de f en a est, sous réserve d’existence, 'unique application de Z(E, F) qu’on
note df(a) vérifiant

fla+h) = f(a)+df(a)-h+o(h)

—0R

On a la caractérisation suivante : une fonction f : U — F est de classe € si et seulement si ses
dérivées partielles dans une base existent en tout point de U et sont continues sr U.

2. On a par associativité

V(z,y,2) eR®  flrxy,2)=(zxy)xz=zx(y*2) = f(z, f(y,2))

D’ou par dérivation composée



a?f('r *Y, Z) = an(xv f(y> Z))a2f(y> Z)

Alnsi V({E, y) € R2 aZf(x * Y, 6) = an(xv y)an(ya 6)
Soit y réel et z son inverse pour la loi x, on obtient
82f<€7 6) = aZf(Zv y)an(ya 6)

Par ailleurs, on a f(e,y) = y pour tout y réel d’ou dsf (e, e) = 1. Ainsi, la fonction y — 02 f(y, €)
est continue, ne s’annule pas sur R et vaut 1 pour y = e. D’aprés le théoréeme des valeurs
intermédiaires, elle ne change pas de signe et on conclut

Yy e R hf(y,e) >0

3. Un €*'-difféeomorphisme de R sur R est une application bijective de R dans R, de classe
¢! et dont la réciproque est également de classe €. Soit ¢ solution du probléme. On observe
w(e) = p(exe) = 2p(e) Aot p(e) = 0. Pour (z,y) € R? on a

p(f(z,y) = (@) + ¢(y)

Ainsi, en fixant x réel et en dérivant en y, il vient
¢ (f(z,y)02f (z,y) = ¢'(y)
d’ott, pour y = e, notant a = ¢’(e), il vient

Vr e R O (x)02f (x,€) = a

Y ooa
Ainsi Vr e R x) = / —dt
90( ) e an(t7 6)
Réciproquement, pour a # 0, on pose
Y ooa
Vr e R x) = / —dt
90( ) e an(tv 6)

D’aprés le théoréme fondamental d’intégration, la fonction ¢ est de classe €' puisqu’elle est la
primitive d’une fonction continue comme inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas.

Par dérivation, il vient Ve R >0

a
Pl(r) = 37—

)= 5w
ce qui prouve que l'application ¢ réalise une bijection de R sur I'intervalle I = o(R) avec ¢!
également de classe €. On a I = (¢!)"!(R) ouvert comme image réciproque d’un ouvert par
I'application continue ¢~1. Par ailleurs, on trouve pour x réel fixé

d ; ’ o 02f<$7y) a —
a P ) —e@) — o) = ¢ (@ xy)af(@.y) — ¢'y) = Sty Bfye) -

et en évaluant pour y = e, il vient
p(zxe) —p(x) —¢ple) =0

ce qui prouve V(z,y) € R? plzxy) = () + oY)

L’intervalle I est donc un intervalle ouvert contenant 0 et stable par addition ce qui prouve I = R.
On conclut

Il existe un ¢*-diffecomorphisme de R sur R vérifiant la condition souhaitée.




Exercice 8 (Centrale 2024)

1. Enoncer et démontrer le théoréme des bornes atteintes.
Soit C une partie convexe compacte non vide d’un espace euclidien.

2. Soit z € E.
(a) Montrer qu’il existe un unique vecteur p(z) € C tel que d(z,C) = ||z — p(2)||.
(b) Soit a € C. Montrer

a=p(r) < VyeC (x—a,y—a) <0
3. Montrer que I'application p précédemment définie est continue.

Corrigé : 1. On a le résultat suivant :

Théoréme 1 (Théoréme des bornes atteintes). Soit f : K — R continue et K un compact
non vide de E. Alors la fonction f atteint son mazimum et son minimum sur K, i.e.

J(a,b) eK? | VzeK  f(a) < f(z) < f(b)

Démonstration. L’ensemble f(K) est un compact non vide de R. Ainsi, les bornes supérieures
et inférieures de f sur K sont bien définies. Par caractérisation séquentielle, on a

(an)n € KM | flan) m inf f(K) et 3(bn)n € K" | f(bn) m sup f(K)

Par fermeture de f(K), on a
lim f(a,) € f(K) et lim f(b,) € f(K)

n—+oo n—+oo
d’ou J(a,b) €e K2 | f(a)=inf f(K) et f(b)=supf(K)
O
2.(a) Soient z, a, b dans E. D’aprés l'inégalité triangulaire, on a
a+b 1 1
|z — | =3lle—a+z—0b] <5 (lo—al +[z—0b]) = llz—a
2 2 2
Il y a égalité dans I'inégalité triangulaire si et seulement si (x — a,z — b) est positivement liée,
c’est-a-dire x — b = M — a) avec A > 0 (z — a non nul sinon z = a et |ja — b|| = 0 absurde).
L’égalité en norme impose A = 1 d’ott @ = b ce qui est faux. Ainsi
o~ 220 <l —al
x— T—a
2
a a— T
a+b
—x+ x
2
b b—ux

FIGURE 1 — Médiane

Variante : D’apreés 'identité du parallélogramme, on a
20z —allP+ 2z =0l = [ —a+z = b + ]z —a— (z = )|

a+b
2

= 4z - I+ lla — of|*



1
I? glla =bl* <z —af?
et le résultat suit. L’argument est plus élémentaire (mais moins naturel 7) que le recours a 'in-
égalité de Cauchy-Schwarz.

d’ou |z — = |z —al® -

Soit # € E. L’application y € C — ||z — y|| est continue car lipschitzienne et atteint donc un
minimum sur le compact C. Ainsi, il existe a € C tel que

|z —al = d(z,C)
Si b est un point de C distinct de a et qui réalise aussi la distance, alors
a+b a+b
||z — | <llxr—al|=a et eC
2 2
C

FIGURE 2 — Convexe et médiane

par convexité de C. Ceci est absurde. Ainsi

Pour z € E, il existe un unique vecteur a € C tel que ||z — al| = d(z, C)

2.(b) Soit x € E. On suppose  Vy € C (x—a,y—a) <0
Pour y € C, on a
le—yl*=llz—a+a—yl’ =z —al*+2(—aa—y) +la—y[* > [z —a?
—_——
>0

La distance de z & C est donc réalisée en a autrement dit

Pour z € E et a € C tel que (z —a,y — a) < 0 pour tout y € C, alors a = p(x).

On suppose a = p(x). Soit y € C. On pose z =ty + (1 —t)a avec t € [0;1]. On a z € C par
convexité. Puis

lz = 2* = lz —a+tla —y)I* = |z — al* + 2t (x — a,a — y) + t*]|la — y||?

d’ou 2<x—a,a—y>+t||a—y||2ﬁ?(m—a,a—y);O
—

Ainsi V(z,y) e ExC (x —p(z),y —p(z)) <0

3.0n a



(x —y,p(x) —ply)) = (v — p(x) +p(x) —ply) +py) —y,p(x) — p(y))
= (z —p(x),p(z) — p(y)) + Ip(z) — pWII* + (P(y) =y, p(x) — p(y))

D’aprés le résultat de la question précédente, on a

(z —p(z),p(x) = py)) = — (& = plx), ply) —p(z)) 2 0
et {(p(y) =y p(x) —p(y)) = — (v —p(y), p(x) —p(y)) 2 0
Dot V(z,y) eE* (2 —y,p(x)—py)) > |p(z) — p(y)|
Soit (x,y) € E% D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
(# —y,p(x) —py)) < |z —yllllp(z) — pH)|
On en déduit Ip(x) = pW)I < [lz =yl
I'inégalité étant réalisée si p(x) — p(y) = Og. Ainsi
’L’application p est Continue.‘
Exercice 9 (Polytechnique 2024)
Soient vy, ..., v, des vecteurs unitaires d’un espace euclidien E. Montrer qu’il existe un n-uplet
(€15...,6n) € {—1,1}" tel que
12 ervil < v
k=1
Corrigé : On suppose  V(ey,...,e,) € {—1,1}" 1> ervrl| > V/n
k=1
On considére X4, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes de méme loi de Rademacher.
On a | S Xgvp|> > n
k=1

et par linéarité de 'espérance

E(nzxkvkn?):E(zxznwm > Xixj<vi,vj>)
k=1 k=1

1<i<j<n
=2l +2 3 (v, vy) E(XX))
k=1 1<i<j<n

d’ou E (|| ZkakHQ) =n et E (|| ZXkUkHQ) >n

k=1 k=1

ce qui est absurde. On conclut
Aer,-oen) €L | [ X anull < vn
k=1




