Oraux blancs semaine 4

Centrale 2 : convergence d’une suite

Pour @ > 1, on définit la suite (u,,) suivante par les conditions :

1
u=a et Vn €N, upy1 =up +
VInwu,
1) [PY] Ecrire une fonction qui a pour paramétre a et n et qui renvoie la liste des n + 1 éléments : (%, % -In /uq, ..., n“—jl -In 4 /un).

Pour a = 2, donner - - In /U300
2) [PY] Tracerpourn = 100eta = 2:
(k, 25 - Iny/ug), k € {0,1,...,100}
Que conjecturer ?
3) Montrer que (u,,) est bien définie et tend vers +o0.

4) Montrer quepoury > > lona:

VIny —vVinz < =R

2zvVInz

5) En déduire la limite quand n tend vers +oo de un(\/m — \/M)

6) Onposepourn € N, b, = Un+/Inu, . Montrer que nlLrgo(bn+1 —b,)=1
7) Endéduire un équivalent de (by,).

8) Trouver un équivalent de In u,, puis de u,,.

9) A quelle condition sur a € R la série de terme général a,, = converge-t-elle ?

1
Uy In NS
10) [PY] On appelle uL“) la suite définie par uy = a et la relation de récurrence de I'énoncé.

Poura € {2,4,6,...,40} etk € {0,...100}, tracer les u,(:).

Centrale 1 : Groupe de matrices

Soit n € N*. On note GL,,(Z) = {M € GL,(R)/M et M ! sont a coefficients dans Z}

1) Soit M € M,,(R) a coefficients entiers, montrer que M € GL,,(Z) si et seulement si |detM| = 1.
Montrer que GL,,(Z) est un sous-groupe de GL,,(R).

2) Soit M € M,,(C) etd € Ntels que M¢ = I,,.Onpose A = %(M — I,,). Etudier la convergence de
la suite (A%)zen.

3) Montrer qu'il existe un entier K,, majorant le cardinal des sous-groupes finis de GL,,(Z).



Centrale 2 : Matrice de rotation

Sif € R,onnote:

1 0 0
R(O)=|0 cosf —sinf
0 sin 6 cos 0

Pour M € E)Jln((C), on note M la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux de M.
on note Conv(z1, ..., 2,) le plus petit convexe contenant 21, . . . , 2.
Pour M € M, (R), on note H(M) = {{zZMz, 2 € M, 1(C) : Zz = 1}.

1. 0n note n un entier naturel. Soit (21, . . . , 2, ) une famille de n complexes, et 2 la matrice colonne associée.

Exprimer Zz en fonction des modules des z;.
2. Question Python

a) Ecrire une fonction qui prend 6 pour paramétre et renvoie R(6).

b) Ecrire une fonction renvoyant une matrice colonne aléatoire de 913 1 (C) telle que 2z =1.

Produire 1000 de ces matrices, et émettre une conjecture sur H(R). On pourra utiliser la fonction scatter pour créer un nuage de points.

3. Quelles sont les valeurs propres complexes de R(6) ?
4. Démontrer I'existence d'une base (e1, €2, €3) de M3 1 (C) propre pour R telle que “e;e; = 1sii = jet 0 sinon.
5. Montrer que Conv(z1,...,2,) = {d i  @izi:x; > 0et >z, =1}
6. Prouver la conjecture émise grace au programme Python.

CCINP : Intégrales

e—2t

dt.
T+t

1. Prouver que F est définie et continue sur ]0; +o0].

+oo
On considére la fonction F : z +— /
0

2. Prouver que z — zF'(z) admet une limite en 400 et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de 400, de F(z).

+o00 e—t )
On note f(x) = ——e'* dt.

0ot

1) Montrer que f est de classe C! sur R.
2) Déterminer une équation différentielle vérifiée par f.
3) Calculer f al'aide de fonctions usuelles.

+00

T

» On admet que e ¥ duy = %
0



Corrections Centrale maths 2 :

1.2

1.0

0.8

1.84
1.6
144

o 4
N
o
B
o

20 1

|

o4

20 40

60

80

o 4

100

0.8 1

0.6 1

0.4 1

DI ]

0.2 1

Imaginary Part

-0.2 1

—0.4 4

—0.6 1

-0.25 0.00
Real Part

-1.00 -0.75 -0.50

0.25

0.50

0.75

1.00




