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La difficulté des exercices est mesurée par le nombre d’étoiles. Un hyperlien permet de naviguer
de I’énoncé au corrigé et réciproquement.

Si vous détectez des coquilles, je vous serais reconnaissant de bien vouloir me les signaler a
I’adresse : blandelle.math@gmail.com
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Récurrence

[Exercice 1| (*)

Montrer que Vn e N (2n)! > 2"n!

[Exercice 2| (*)

On rappelle qu’une fonction polynomiale est dérivable autant de fois qu’on le souhaite. On pose
f(z) = 2™ pour x réel avec n entier non nul. Pour k entier, on note f* la dérivée k-iéme de f.

Montrer Vke[0;n] VzeR  fB(z)=k(})a""

[Exercice 3| (**)

n—1
On note A= {Zaka, (h)kepoin-11 €10,1}" " x {1}, n € N*}
k=0

Montrer que tout entier non nul posséde une unique écriture dans A.

[Exercice 4] (**)

47”L

2vn

Etablir Vn > 2 < (™) <4ar

Calculs

I[Exercice 5| (*)

Montrer V(z,y) e R* (24 y)? <2(z* +y?)

I[Exercice 6| (*)

:z;2—|—y2
2

Montrer V(z,y) € R? lzy| <

puis déterminer le cas d’égalité.

[Exercice 7| (*)

Soit m réel et € > 0. Dans ’équivalence

lt—m|>¢e <= zx €l

déterminer I sous forme d’intervalle ou d’union d’intervalles.

I[Exercice § (**)

Soit x réel et a, b entiers non nuls, montrer
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Sommes et produits

I[Exercice 9| (*)

no 2k no2k—1
Soit n entier. Exprimer a 'aide de factorielles les produits ] et [] :
oo T T

I[Exercice 10| (**)

Par convention, on note (

n

k) = 0 pour k > n des entiers.

n
1. Soit n entier non nul. Calculer ) (g) en utilisant une écriture téléscopique.
k=1

2. En déduire une expression simple de k2.

k=1

[Exercice 11| (**%*)

Soit n entier. Calculer S k3F
k=1

[Exercice 12| (*%*)

Soit (ay), suite a valeurs dans K. Montrer que

n

Yooy =>4+ 1ag+ an (2n—L+1)a,

0<,j<n £=0 f=n+1

Etude de fonctions

[Exercice 13| (*)

Montrer Ve e R ch (z) < e®’/2

I[Exercice 14| (**)

Soit a € ]0;1]. Etablir V(z,y) € R2 |z —y| < |z —y|®

[Exercice 15| (**%*)

4
Montrer Ve e [0;7] sin(z)? < ﬁx(ﬂ — )

Fonctions réciproques

I[Exercice 16| (**)

Représenter le graphe de la fonction x +— Arccos (cos(z)).




[Exercice 17| (**%*)

Montrer en précisant le domaine de définition

|Arctan (sh (z))| = Arccos (chl(m))

I[Exercice 18 (***)

1 —1
Résoudre Arctan (—) + Arctan (x_) —_
x x+1 4
Nombres complexes
I[Exercice 19| (*)
Soit (a,b) € C? avec a # b. Montrer
a—>b
=1 on Iy i
I[Exercice 20| (**)
Pour x réel et n entier, linéariser cos(z)" puis sin(x)".
[Exercice 21| (**%*)
n k
Soit (n,p) € N x Z. Calculer S,,, = > cos( T )
R | n+1
[Exercice 22| (**%*)
Soit n entier non nul. Montrer que
V(z1,...,2,) €C" dozil <30 |z
i=1 i=1

et que I'égalité est une inégalité si et seulement si

FeR | Vie[l;n] 2z =|zle

Primitives

[Exercice 23| (*)

1
Calculer / Arctan (t) dt
0

I[Exercice 24| (**)

Primitive de T = \2r — 22




[Exercice 25| (**%*)

1
Pour x > 1lety > 1,onnote f[(z,y) = / N1 — )yt de
0

1. Montrer 5(3779) = 5(%%)
2. Etabli 1,y) =
ablir Bz +1,y) x+y5($ay)
L1 Ty
3. En déduire Bl +1,y+1)= B(x,y)

(x+y)(x+y+1)

Borne supérieure et inférieure

[Exercice 26| (*)

Soit I un intervalle non vide de R et f, g fonctions majorées de I dans R telles que f(x) < g(x)
pour tout x € I. Montrer

Sup f(z) < Sup g(x)

z€l z€el

[Exercice 27| (**)
Soit A une partie non vide de R. On définit d(x, A) = inf {|x — a|, a € A}. Montrer
V(z,y) eR?  [d(z,A) —d(y, A) < |z -y

I[Exercice 28 (***)
Soit I un intervalle non vide de R et f fonction majorée de I dans R et A > 0. Montrer

Sup Af(z) = A Sup f(z)
z€el z€el

Equations différentielles

[Exercice 29| (*)

Résoudre cos(x)y’ + sin(x)y = sin®(x)  sur } _g ; g [
I[Exercice 30| (*)
Résoudre Vi—22y+y=1 sur |—-1;1]



[Exercice 31| (*)
Soient u, v dans €*(R,R), non identiquement nulles, vérifiant
V(z,y) eR*  w"(x)o(y) + u(z)v"(y) =0

1. Montrer qu’il existe A réel tel que u et v soient solutions respectives de

' d2=0 e Z'—=XAz=0

2. Déterminer, en fonction de A, la forme des fonctions u et v.

[Exercice 32| (**)
Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que

Ve e R f(z)+ f(—x) =e”

I[Exercice 33| (***)
Soit f dérivable sur R, telle que
Vez0  [ff(x) + fle)]l <1

Montrer Ve >0 |f(z) —e™™f(0)|<1—e""

Suites numériques

[Exercice 34| (*)

n 2
Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = > R pour n entier.
k=1 n
I[Exercice 35 (*)
, . . . L In(n!) .
Déterminer la limite de la suite de terme général u, = —=— pour n entier non nul.
n

I[Exercice 36| (**)

Déterminer une expression du terme général de la suite (u,), définie par

uo réel et Vn eN Upy1 = AU, +bn  avec (a,b) € R?

[Exercice 37| (**)

Etudier la convergence des suites (uy,)n>1 €t (Un)n>1 définies par

n 1 n

1
Up=>.——Inn  v,=> - —In(n+1)
k::lk k:1kf

I[Exercice 38 (*)

Etudier la convergence de la suite (u,), définie par ug > 0 et u,4; = In(1 + u,) pour n entier.



[Exercice 39| (***)

Pour n € N*, on pose Ve >0  folz)=—-1+4 > 2"
k=1
1. Montrer Vn € N* e, >0 | fulz,) =0
. 1
2. Justifier Vn € N* Ty = 5

3. Etudier la convergence de (,),>1.

[Exercice 40| (***)

Soient Ay, ..., A\, dans U deux a deux distincts et a, ..., o, dans C*. On pose

VneN  wu, =Y A\
i=1

Montrer U, —+— 0
n—oo

[Exercice 41| (***)

Soit z € U. Montrer qu’il existe une suite extraite de suite (2"),, qui tend vers 1.

Matrices

I[Exercice 42| (**)

Soit la matrice J de .#,,(R) constituée de 1.
1. Calculer J2.

2. En déduire que I, + J est inversible et préciser son inverse.

I[Exercice 43| (**)

Soient X,Y € 4, 1(R) et M = XY . Déterminer une expression simple de MP avec p entier.

I[Exercice 44| (**)

Soit V = (w(’“’lw’l))KM@Jrl € M1 (C) avec w = e w1, Caleuler VV. En déduire U'inversibilité
de la matrice V et préciser son inverse.

[Exercice 45| (*)

Soit M € 4, (K) avec rg M = 1. Montrer qu’il existe X et Y des matrices colonnes non nulles
telles que M = XY .



[Exercice 46| (**)

Soit n entier non nul. Une matrice M € .#,,(K) est dite nilpotente s’il existe p entier non nul tel
que MP = 0. Soient (A, B) € .4, (K)? avec B nilpotente et AB = BA. Montrer

A € GL,(K) < A+ B € GL,(K)

Bijections
[Exercice 47| (**)

. xr
_1+|:c|

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur | —1;11.

On pose Vr e R f(x)

2. Expliciter la réciproque f~1.

I[Exercice 48| (***)

Soit f : E — F. Montrer
f bijective <= VA € P(E) fENA)=F~ f(A)

I[Exercice 49| (***)

On définit 7 : N> — N par

V(m,n) € N? ﬂ(m,n):<m+n)(ﬂ;+n+1)+n

1. Justifier que 7 est définie de N2 sur N.
2. Montrer

V(im,n) e N>  a(myn+1)=a(m+1,n)+1 et 7w(n+1,0)=m(0,n)+1

En déduire que 7 est surjective.
3. Montrer

V(m,n,m',n’) € N m+n>2m+n+1 = 7a(m,n)>mn(m,n)

En déduire l'injectivité de .

Arithmétique
[Exercice 50| (*)

Montrer Vn € N 5 divise 23715 4 3ntl

[Exercice 51| (**)

Pour n entier non nul, on note 7(n) le nombre de diviseurs positifs de n. Etablir 1'égalité

Vn € N kzi;lT(k) =S EJ

d=1
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[Exercice 52| (**)

Soient a et p des entiers supérieurs a 2.
Montrer que si a? — 1 est premier, alors a = 2 et p est premier.

[Exercice 53| (**)

Soient a, b dans Z. Etablir I'égalité (a A b)(a V b) = ab sans utiliser la décomposition de a et b
en facteurs premiers.

Limites
I[Exercice 54| (*)

, . . T 2x
Déterminer lilm — — —
z—+oo Arctan (z)

[Exercice 55| (***)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a, b réels pour que f : ¢ — acos(t)+ bsin(t)
ait une limite en +o0.

[Exercice 56| (**)

n

Soit n entier non nul. Déterminer lim > (—=1)%(}) [In(z + k 4 1) — In(k 4 1)].

Tr—+00 k=0

Continuité
[Exercice 57| (**)

Trouver toutes les application f : R — R continues en zéro vérifiant

Ve e R f(2z) = f(x)

[Exercice 58 (***)

Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que
L V(z,y) eR*  [f(z) = f(y)| = |z —y]
2. V(z,y) eR?  |f(z)+ f(y)l = |z +yl

[Exercice 59| (***)

1)

in ( — izxe|0;1

On pose Vo e[0;1] flz) = xsm(m sie€]0;1]
0 stz =0

1. Justifier que la fonction f est continue sur [0;1].

2. La fonction g : x € [0;1] — | f(x)] est-elle continue par morceaux sur [0;1]7
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Structures algébriques

[Exercice 60| (*)

Soit (G, x) un groupe et Z(G) ={z € G | Vg € G xg = gz} son cenlre. Soit ¢ un morphisme
surjectif de G sur G. Montrer

p(Z(G)) CZ(G)

[Exercice 61| (**)

Soit (G, *) un groupe.

1. Montrer qu’une union de deux sous-groupes de (G, %) est un sous-groupe si et seulement
si I'un contient I'autre.

2. Le résultat se généralise-t-il & plus de deux sous-groupes?

[Exercice 62| (**)

On note A={%, (m,n)e€ZxN}
1. Montrer que (A, 4+, X) est un anneau.
2. Déterminer U(A).

Dérivation
[Exercice 63| (*)

n
En considérant la dérivée n-iéme de I'application polynomiale x — 2", déterminer > (Z) .
k=0

I[Exercice 64| (**)

n k+ (—1)*
Déterminer lim ) sin <L>

3
n—+00 1. n

I[Exercice 65| (**)

1
2+ u,

Etudier la convergence de la suite (uy,),, définie par uy > 0 et u,4; = pour n entier.

[Exercice 66| (*)

Soit P € R[X] scindé a racines simples avec deg P > 1. Montrer que P’ est également scindé a
racines simples.

Convexité
[Exercice 67| (*)

Etablir Ve e [0;1] sin(mz) < (1 — x)

12



[Exercice 68 (*)

1
Soient 1, ...,x, = 0. Montrer le > ﬁZ\/w_z

I[Exercice 69| (**)

. 1 1
Soient p,q > 0 tels que — + — = 1.

p q

2 1/ppl/ a b

1. Montrer V(a,b) € R: at/Phte L — 4 -

p q

2. Montrer que pour tout n entier et aq,...,an,b1,...,b, réels positifs, on a
n 1/q

n n l/p
> apby < (Zﬂ) > by
k=1 k=1 k=1

Polynomes

[Exercice 70| (**)
Soit P € K[X].
1. Montrer que P — X divise Po P — P.
2. En déduire que P — X divise P o P — X.

I[Exercice 71| (*%*)
Soit X C R un ensemble fini non vide. Montrer qu’il existe P € R[X] tel que
Ve e X P(z) =V

[Exercice 72| (*%*)

Soit n entier et # réel. Etablir

cos(nf) = T, (cos(h)) avec T,= > (”)(X2 — 1)kxXn-2k

[Exercice 73| (**)
Soit (P), suite de polynomes de R[X] définie par

Po=2 P, =X VneN P,o=XP, —P,
Calculer Py, Ps.

Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,,.

Montrer que pour tout (n,z) € N x C* Pulz+1/2) =2"+1/z"

En déduire une expression simple de P, (2cos(f)) pour 0 € R.

MRS

Déterminer les racines de P,,.

13



[Exercice 74| (**%*)

Déterminer ’ensemble des polynomes P € C[X] tels que P(U) C U.

Espaces vectoriels

[Exercice 75| (*)
Soit n entier non nul, E = ,(K), H={M € E | Tr (M) = 0}. Montrer que E = H @ Vect (I,,).

[Exercice 76| (**)

Soit E = .Z (R, R). Pour \ réel, on note fy : t — e*’. Montrer que (f\)xer est une famille libre
de E.

[Exercice 77| (**%*)

Soit (ag, ..., a,) € R™™ et on note u; = (1, a;,...,a) pour tout i € [0; n]. Montrer

Jat)

(ug, ..., up) libre <= Card {ag,...,a,} =n+1

Dénombrement
[Exercice 78 (**)

Soit E un ensemble & n éléments. Déterminer le nombre de couples (X,Y) € P(E)? dont Uinter-
section est de cardinal 1.

[Exercice 79| (**)

On choisit 11 nombres parmi {1, ...,20}. Montrer qu’on en trouve au moins deux dont la somme
vaut 21.

[Exercice 80| (***)

Pour p et n entiers, on note S, ,, le nombre de surjections de [1; p] dans [1; n]. Par convention,
on pose [1; 0] = @.

1. Préciser Card ([1; n]ltirl).

n

2. Pour p et n entiers, établir nf = > (Z) Sp.k
k=0
3. Soit n entier et uo, ..., u, des réels. Simplifier
n k
> (=1 () 2 (F)ue
k=0 =0

4. En déduire une formule donnant S, ,, pour p et n entiers.

14



Applications linéaires

[Exercice 81| (*%*)

Soit u € Z(E). On suppose qu'il existe n entier non nul tel que u™ = 0 et u" ! # 0. Montrer
qu’il existe z € E tel que (x,u(z),...,u" " (x)) est libre.

I[Exercice 82| (***)

Soit E un K-ev et f € Z(E) tel que f2 =id.

1. Montrer E=Ker(f—id)®Im(f —1id)
2. Montrer
Ker (f —id) =Im (f2+ f +id) et Im(f —id)=Ker(f>+ f +id)

I[Exercice 83| (***)

Soit E un K -ev et p, ¢ des projecteurs de E. Montrer que

p — q projecteur <= pog=qop=gq
Quand cette condition est réalisée, montrer

Im(p—q)=ImpnKerq et Ker(p—q)=Kerp+Imygq

Analyse asymptotique
[Exercice 84| (*)

i . . 1
Déterminer lim —— — —
e=0In(l+xz) =z

[Exercice 85| (**)
Déterminer le DL3(0) de sin (mv/1 + ).

I[Exercice 86| (**)
Soit n entier non nul et f(z) = (1 — e®)™ pour tout z réel.

1. Montrer que f®)(0) = 0 pour tout k € [0; n —1].

2. En déduire la valeur de Y (7)(—1)*k” pour tout p € [0; n].

k=0

Dimension finie

[Exercice 87| (*)
Soient E, F des K-ev et f, g dans .Z(E,F)? avec Im f et Im ¢ de dimension finie. Montrer
rg (f) —1g(9)| <rg(f+9) <rg(f) +rg(y)

15



[Exercice 88 (*)

Soit E = ., (K) avec n entier non nul. On pose

WMEE (M) =M— S Tr (M1,
n

Justifier que ¢ € Z(E) puis calculer ¢? et préciser Ker o, Im .

I[Exercice 89| (*)

Soit E = 4, (K) avec n entier non nul. Déterminer une base de Ker Tr.

I[Exercice 90| (**)

Soit E un K-ev de dimension n entier non nul et u € .Z(E). On suppose qu’il existe xy € E tel
que (zo, u(xg), ..., u""(zg)) est une base de E. On pose

Cu)={ve ZE) | vou=uov}

1. Montrer que % (u) est un sous-anneau et un sev de Z(E).

2. Montrer C(u) = K,—1[u]
3. Déterminer dim €' (u).

I[Exercice 91| (**)

0 1 0 ... 0
n 0 2
SoitA=109 n—1 0 -. 0| € #u(R).
: » )
O ... 0 1 0

Interpréter A comme matrice d’'un endomorphisme de E = R,,[X].

I[Exercice 92| (**)
Soit E = R,,[X] avec n entier non nul. Pour P € E; on pose ¢(P) = X(X — 1)P’ — nXP.

1. Montrer que ¢ € Z(E). Préciser matyp ot € désigne la base canonique de E.

2. Déterminer des bases de Ker ¢ et Im .

Fractions rationnelles

I[Exercice 93| (*)

. n 1
Calculer nEIPoo k;l m .

16



[Exercice 94| (**)

1. Soient A, B dans K[X] avec deg A < deg B. On suppose B scindé a racines simples avec
B=MA][](X - a;). Montrer
i=1

B= g . _ o
B i=1B (CY1>(X al)
2. Soit z1,...,z, des complexes non nuls deux & deux distincts. On note P = kl:ll(X — Zk)-
Calculer Z;P'(;z) pour k€ [0;n—1]

[Exercice 95| (**)

Soit P € C[X] scindé a racines simples z1,...,x, et @ € C tel que P'(«) # 0. Montrer qu’il
existe 1 € [1; n] tel que

o — x| < n

Calcul intégral

[Exercice 96| (*)
Soit f € €'([a;b],R).

b
1. Etudier le comportement asymptotique de / f(t)e™™t dt pour n — +oo.
a

b b
2. En déduire les comportements de de / f(t) cos(nt)dt et / f(t)sin(nt) dt pour n — +00.

I[Exercice 97| (**)

1 k l
e 2 5 1(5)1(2) e s
éterminer im n21<I€Z<Z<nf - f ~ ) avec fe?€’([0;1],R)
[Exercice 98 (***)
Pour n € N*, soit I, = / lsin(nt)| dt et J, = / t |sin(nt)| dt
0 0

Montrer que les suites (I,),>1 et (J,)n>1 sont constantes.

I[Exercice 99| (Intégrale de Wallis **)

3
Pour n € N, on pose I, = / sin(t)™ dt
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,,_, pour tout n > 2.

17



2. Donner une expression de I, a 'aide de factorielles en distinguant selon la parité de n.

3. Etudier la monotonie de la suite (I,),,.

4. En considérant la suite (nl,l, 1),.,, déterminer un équivalent de I,, pour n — +oo.

I[Exercice 100 (**)

1
Soit (p,q) € N? et I,,, = / tP(1 — )7 dt.
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I, , et 1,41 4—1 si ¢ est non nul.

2. En déduire une expression de I, , avec des factorielles.

Probabilités finies

I[Exercice 101| (**)

Soit (€2,P) un espace probabilisé fini et Xj,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi avec P(X; = 1) =p, P(Xy = —1)=1—pet p € |0;1[. Pour k£ € [1; n], on note

k
Yi = H Xi, ap = P(Yk = 1) et b, = P(Yk — _1)
=1

L. Montrer  3Q € A(R) Vke[l;n—1] (akH) =Q (ak>

bk+1 bk

2. En déduire une expression de a,, en fonction de n et p.

I[Exercice 102 (**)

Soit (£2,P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer

E(X) = 3" P(X > n)

I[Exercice 103| (***)

Soit (€2,IP) un espace probabilisé fini, U et V des variables aléatoires réelles vérifiant
VkeN  E(U*) =E(VF)

Montrer que U et V ont méme loi.

I[Exercice 104| (***)

Soit (£2,IP) un espace probabilisé fini et Xi,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de

n
méme loi uniforme sur [0; 2N ] avec N entier non nul. On note S,, = >_X;.
i=1

1. Calculer m = E(X;).
2. Soit t > 0. Justifier ’égalité



3. En déduire YVt >0 P (Sn

WV
~—
N
o
3
5

Nt (sh((N+1/2)t)
2 sh (t/2)

4. Déterminer un développement limité de ¢ en 0 a 'ordre 1.

avec o(t) = > —In(2N +1)

5. Conclure qu’il existe r € ]0;1[ tel que

vn > 1 P(Sn>?me><r”

[Exercice 105 (***)

Soit (€2, P) un espace probabilisé fini et X1, ..., X,, une suite de variables aléatoires indépendantes

de loi A(p) avec p € ]0;1[. On note S, = > X.
k=1

1. Montrer P (Sn > %) —1 et P (Sn < @> — 0

n—o0

Dans ce qui suit, on note

e A= {8,>"} « B,—{s, <2}

2. Montrer Ve >0 P (‘Aretan (Sn) — g‘ > 6) —0

Groupe symétrique
[Exercice 106| (*)

Soit ¢ = (il e ip) un p-cycle de S,,. Pour o € S,,, déterminer 0 oco o~ !,

I[Exercice 107 (*)

Soit n > 2. Calculer > e(o)

UGSn

[Exercice 108| (*)

Soit n > 2 et 0 € S,,. On note r le nombre de cycles dans la décomposition de o en cycles &
supports disjoints et p le nombre de points fixes. Déterminer (o) en fonction de n, r et p.

Déterminants

I[Exercice 109 (**)

Soient a, x,y, z des complexes. Calculer le déterminant d’ordre n € N*

19



a T ... x
y 2z 0 0
0
: 0
y O 0 =z

[Exercice 110| (**)

Soit (A, B) € ., (R)? avec n entier non nul. Montrer que si les matrices A et B sont semblables
dans ., (C) alors elles le sont dans ., (R).

[Exercice 111| (***)

Soit (€2,P) un espace probabilisé fini et Xj,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi. On définit

1 o 1
Vwe  V(Xy,..., X)) = Xl@ X”@
Xw) e Xi W)

Déterminer E(V(Xy,...,X,)).

Séries numériques

[Exercice 112 (**)

Nature de la série de terme général sin (m/ n* + 1).

[Exercice 113| (**)

(=1)"
on—+1

Vérifier la convergence puis calculer la somme de la série )

I[Exercice 114| (**)

Etudier la nature de la suite de terme général u, =

. . v, Up+1
Indication : considérer In ( L )
Un

I[Exercice 115/ (Constante v d’Euler **)

On pose Vn € N* U, =y, — —1Inn

Montrer que la suite (u,),>1 converge.
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Familles sommables

I[Exercice 116 (*)

Soit o : N* — N* bijective. Etudier la nature des séries de terme général :

1 1
1. ——— 2. ————
o(n) + n? o(n)?+n

I[Exercice 117 (**)

. 1
Soit « réel. Etudier la somme > &~ ———.
(mmyevz (M +n)e

[Exercice 118| (**)

1
Soit 2 € C tel que |z| < 1. Justifier 'existence de ) ——— puis montrer
n?—z

neN*
+00 ok +00 ]_
nEZN* n? — 22 k;()C( * )Z e C<S) n;lns

Espaces préhilbertiens

I[Exercice 119 (*)
Soit E = R[X]. On pose

WP,Q)EE?  (P,Q) = /0 "P(cos B)Q(cos B)d0

Justifier qu’il s’agit d’'un produit scalaire.

[Exercice 120 (**)

Montrer Vn € N* i (MVE < | IQ”i (Wk
k=0 k=0

[Exercice 121| (**)

Soit E euclidien et F, G des sev de E.
1. Déterminer (F + G)*.
2. En déduire (FNG)*,

[Exercice 122 (**)

1
Justifier 'existence puis calculer Inf / (1+at + bt?)* dt.
(a,b)ERQ 0
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[Exercice 123| (*)
Soit E préhilbertien réel et a vecteur normé de E. On pose
Ve e E fl)=2—(z,a)a
1. Justifier que f € Z(E) puis décrire f.

2. On suppose E euclidien muni de 4 une base orthonormée. On note A = matga. Déter-
miner mat g f.
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II Corrigés
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[Exercice 1| (*)

Montrer que Vn e N (2n)! > 2™n!

Corrigé : On note &(n) : (2n)! < 2"n! pour n entier. La propriété &?(0) est vraie puisque
1 < 1. On suppose #(n) vraie pour un rang n entier fixé. On a

Cn+2)!'=2n+1)2n+1)(2n)! = 2" (n+1)!(2n+ 1) = 2" (n + 1)!

ce qui clot la récurrence. On conclut

Vn € N (2n)! > 2™n!

I[Exercice 2| (*)

On rappelle qu'une fonction polynomiale est dérivable autant de fois qu’on le souhaite. On pose
f(z) = 2™ pour x réel avec n entier non nul. Pour k entier, on note f*) la dérivée k-iéme de f.

Montrer VEe[0;n] Ve e R f®(x) = KI(})an*

Corrigé : Par récurrence.

I[Exercice 3| (**)

n—1
On note A= {Zaka, (h)kefoin-11 € 10,1} x {1}, n € N*}
k=0

Montrer que tout entier non nul posséde une unique écriture dans A.

n—1
Corrigé : Soit z € A. On a z = >_ ;2" Si tous les a; valent 1, on a
k=0

n—1
r+1=>2"+1=2"-1+1=2"€ A
k=0
Sinon, notons p = min{k € [0;n —1] | ax =0}. On a
n—1 p—1 n—1
r4+1=Y 2" +1=>2F4+0x2" + > 28 +1
k=0 k=0 k=p+1

n—1 n—1
=141+ S k=24 3 q2feA

k=p+1 k=p+1
Ainsi, la partie A contient 1 et tout élément y admet un successeur d’otll, par principe de ré-
m—1
currence, il vient A = N*. Supposons que z s’écrive également z = > B8:2F. Sin < m, on
k=0

aurait
r<2"—1 et xz=>2m 1>

ce qui est absurde d’ou n = m (symétrie des roles). Si les . différent des aj, on note ¢ =
max{k € [0;n—2] | ax # Br}. On a

q—1 q—1
r—1=0=%27+ > (ap — B)2F avec |> (ap —fr)2F| <27 —1<2¢
k=0 k=0

ce qui est absurde. On conclut

Tout entier non nul posséde une unique écriture binaire.‘
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Variante : Soit x entier non nul. On suppose [1; 2] C A. Notons ry le reste de la division
euclidienne par 2. On a

r+1—ryx+1)=20

n—1
On a/l <z doul € A et par conséquent, on dispose de écriture £ = > 3;2" avec les 3; € {0, 1},
=0

1=
Bn_1 = 1. Ainsi, on a

r4+1l=r(z+1)+> 812" € A
=1

Par principe de récurrence, on conclut A =N~

[Exercice 4] (**)

4n

2vn

Etablir Vn

WV
)

< (M) <4
Corrigé : Soit n > 2. On a
2n
() < 2 (0) =4
k=0

4" 2n
<
L’initialisation &(2) est vraie. On suppose &(n) vraie pour n > 2 fixé. On a
220 +1) g 2(2n+1) 47
—G) >
n+1 \» n+1 2yn

On pose P(n)

(2(::11)) =

Puis, on a les équivalences
22n +1) 4" - gn+t
n+1 2¢n~ 2yn+1

— 2n+1DvVn+1>2(n+1)y/n

< 4P+ 8% +5n+1>4n3+ 8n? + 4n

ce qui clot la récurrence. Ainsi, on a

4n
2\/n

Remarque : Cette preuve ne permet pas de comprendre comment trouver une telle minoration.

On a

Vn

V

2 < () <4

n

2 kl;[1(2k> :1;11(2]{: 1 22n=ln-1 79k 41
() = (n!)? T ,}1( 2k )

1)? 11 1
Or,onobserve Vk’EN* <1+%> :1+E+@>1+E
2ty [T
d’on 2n
ou (n) > - kl;[l ’

On obtient alors la minoration souhaitée.
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I[Exercice 5| (*)

Montrer V(z,y) e R*  (z+y)* <2(z* +1?)
Corrigé : Soit (z,y) € R% On a les équivalences

(r+y)? <22 +19?) <= 2*+ 20y +y* <222+ 2y <= (z—y)*=>0
Cette derniére assertion étant vraie, on conclut

V(z,y) e R?  (x+y)* <2(a®+y?)

I[Exercice 6| (*)

x2+y2
2

Montrer V(z,y) € R? lzy| <

puis déterminer le cas d’égalité.

Corrigé : Soient z, y réels. On a (|z] —|y|)*> = 0. En développant le carré, on en déduit I'inégalité
attendue et le cas d’égalité a lieu si le carré est nul. On conclut

V(z,y) € R? lzy| < avec  |xy| = 5

= [z] =yl

I[Exercice 7| (*)

Soit m réel et £ > 0. Dans I'équivalence

lt—m|>¢e <= z €l
déterminer I sous forme d’intervalle ou d’union d’intervalles.

Corrigé : On a lt—m|>e <= x—m>¢e ou x—m< —¢

Ainsi [=]-co;m—c]U[m+e;+00

[Exercice 8 (**)

Soit x réel et a, b entiers non nuls, montrer
{Lx/aJJ _ Vc J
b ~ Lab

Corrigé : On a {—J < —  puis
a a

x/a T
et par croissance de la partie entiére U / JJ < L—J

b ab
x x x x
Ensuite, on a L_abJ S puis LLbJ b < -

Par croissance de la partie entiére, il vient

[gle< i) aon [ <55

et de nouveau par croissance de la partie entiére
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)< [557]

On conclut V(z,a,b) € R x (N*)? {%J _ UxéaJJ

[Exercice 9| (*)

2k n 2k —1

et ]

Soit n entier. Exprimer a ’aide de factorielles les produits H T o
k=1

Corrigé : Les produits d’entiers pairs consécutifs se factorisent. On compléte les produits d’en-
tiers impairs pour faire apparaitre des factorielles :

0 ok n (2k)2 n 9k —1 n(2k — 1)(2k)
Do~ Meven L =0 e

2k 27"(n!)? n2k—1  (2n)

1 =
On conclut Vn € N Lo 1T ey ) € kl;ll ok 22 ()2

::]:

[Exercice 10| (**)

Par convention, on note (Z) = 0 pour k > n des entiers.

n

1. Soit n entier non nul. Calculer ) (g) en utilisant une écriture téléscopique.
k=1

n
2. En déduire une expression simple de > k2.
k=1

Corrigé : 1. D’aprés l'identité de Pascal, on a

V(kn) e N2 () + () = Gi) = () = () — ()
Par suite, pour n entier non nul, on trouve par télescopage

SH=2[(-0l=0)-0)

Ainsi Vn € N* ; (5 = (")

2. D’apreés ce qui précéde, il vient pour n € N*

£ FHEZD_ 0D g gy (i
On conclut Vn € N* Zi:k? = n(n + 1)6<2” +1)
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[Exercice 11| (**%*)

Soit n entier. Calculer S k3F
Corrigé : On a

— kilk:ak . zzgk 530 31— 8] = § (203 — 330 1)

léfgkgn =1k={ (=1

(2n —1)3"1 +3

D’ou Vn € N S, =

4
Variante : Soit n entier. Un changement d’indice donne
n—1 3(3" -1
Snzz<k+1)3k+l—32(/{?+ ) = 3(S, —n3")+¥
k=0 k=0

On retrouve alors le résultat précédent. On pourrait aussi considérer T, (z) = Y 2% (somme

géomeétrique) et déterminer x'T) () puis évaluer en z = 3.

[Exercice 12| (*%*)

Soit (ay,), suite a valeurs dans K. Montrer que

> ai+j:Z(€+1)ag+ Z (2n — {0+ 1)ay

0<i,5<n =0 {=n+1

Corrigé : On a
2n n
> ai,jzz< > ai+j> =Y a,Card I, avec I,={(i,7)€[0;n]?|i+j =1}
0<i,j<n (=0 \0<i,j<n, i+j=C (=0
Soit £ € [0; 2n]. On a
Iy =A{(, =), 1€[0;n], 0<l—i<n}

(0= i), i€ [0;n], i< b C—n<i}={(,0—i), i € [max(0, —n); min(n, )]}
Pour ¢ € [0; n], il vient L ={(i,0—1),i€[0; (]}
et pour £ € [n+1;2n] L ={(i,0—i),ie[l—n;n]}
n 2n
On conclut Yooy =>4+ Dag+ > 2n—L+1)a
0<i,j<n /=0 {=n+1

I[Exercice 13| (*)

Montrer Ve e R ch (z) < e /2

Corrigé : Soit x réel. On a I’équivalence
2

ch(z) < /2 <= In(ch(z)) < %
22
On pose Ve eR flz) = 5~ In(ch (x))
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La fonction f est deux fois dérivable sur R et on trouve
VeeR  f'(x) =z —th(x) f'(z) =th(z)* >0

Avec f'(0) = 0, on en déduit que f croit sur [0;+00[ et comme f(0) = 0, on conclut avec la
parité de f

Ve e R ch (z) < e /2

I[Exercice 14| (**)

Soit a € ]0;1]. Etablir V(x,y) € R2 |z —y| < |z —y|®

y > 0. On pose a = x — y et b = y et on suppose a et b non tous
€ [0;1], il vient

) +(h) s
a+b a+b) T a+b a+b

d’on a®+b* = (a+b)~
et I'inégalité vaut également si a ou b est nul. Par symétrie des roles, on conclut

Vir,y) R o =y < |z -yl

Corrigé : On suppose © >
nuls. Comme u® > u pour u

Variante : On suppose x > y > 0 avec y fixé. On pose
Ve >y g(x) = (x —y)* —a* +y°

Puis, on fait une étude de fonctions ...

[Exercice 15| (**%*)

4
Montrer Ve e [0;m] sin(z)? < sz(ﬂ — )
. 4 N2
Corrigé : On pose Vit e R f(t) = —t(r —t) —sin(?)
T
La fonction f est de classe €2 sur R et il vient par dérivation
4 8 4
vVt e R f'(t) = = — —t —sin(2¢) f'(t)=-2 <—2 + COS(Qt))
T w T

T
On en déduit que f” croit strictement sur [O; 5 ] On observe

Par conséquent, la fonction f” réalise une bijection de [0 ; 5} sur son image qui contient zéro.

Ainsi, il existe a € ] 0; g [ tel que f”’(a) =0 et on en déduit le tableau de variation de [’ :

(0%

- f(@) —

N | o
oo
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On en déduit f'(a) < 0 et par conséquent, il un unique existe § € | 0;a [ tel que f/(8) = 0 et on
a le tableau de variation de f :

s
t 0 B 5
f(B)
0 0
, 4
On conclut Vt € R sin(t)? < —t (7w —t)
7r
Y
= sin(x)?
> T
y=mnx(l—x)
I[Exercice 16| (**)
Représenter le graphe de la fonction x +— Arccos (cos(z)).
Corrigé : On a Vo e [0;7] Arccos (cos(z)) =z
La fonction est clairement paire d’ol
Vo e [—m;0] Arccos (cos(z)) = —x
et elle est 2m-périodique d’otu le graphe
Ya
> T

I[Exercice 17| (***)

Montrer en précisant le domaine de définition

|Arctan (sh (2))] = Arccos <ch;(x)>
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Corrigé : Le domaine de définition de chaque membre est R tout entier. On pose

Ve e R, f(z) = Arctan (sh (z)) — Arccos ( ! )

ch (x)
La fonction f est dérivable sur R, comme composée de telles fonctions. Par dérivation, il vient
ch (x) sh () 1 ch(z)  sh(x) 1
v R ! = = et
TER J'@) 1+sh(z)? ch(z)?, /1= h(l . ch(x)? * ch(x)/ch(2)?—1 0

Ainsi, la fonction f est constante sur R, et f(0) = 0. Par parité, on conclut

Vr e R |Arctan (sh (z))| = Arccos (

chl(a:)>

Variante : On a pour z > 0

1 1 1
A t h 2 == = =
cos(Arctan (sh (z))) 1 + tan(Arctan (sh (x)))2  1+sh(z)? ch(z)?
1
Puis cos(Arctan (sh (x))) = ()
et le résultat suit.
I[Exercice 18| (**%*)
1 —1
Résoudre Arctan (—) + Arctan (x ) _
T r+1 4
1
Corrigé : Posant = = tan(0) pour 0 € } —g ; g [ N {O7 —%}, on a par trigonométrie
cosf —sind sin (0 — 7 /4)
A aretan (55 50g) = 0= Awean (G0
rctan (tan(6)) + Arctan 030 1 5n0 0 rctan cos (6 = /4)
= 0 — Arctan tan (6 — 7 /4)
On rappelle que Yu € ] —g ; g [ Arctan (tan(u)) = u
et —E<9<Z<:>—3—7T<9—E<E
2 2 4 4 4
L’angle 6 — % sort donc de l'intervalle } —g ; g [ Pour u € —%T ; —g [, on a par m-périodicité
de tan
Arctan (tanu) = Arctan (tan(u + 7)) =u+7
Ainsi, on a
T T
. - i0e|——;=|~{0}
6) — sin(6 . ] ’ [
Arctan (tan(f)) + Arctan (COS( ) s%n( >> = 402 )
cos(6) + sin(h) 3 T T
=T osee] 5]

1 —1
On conclut | Arctan <—>+Arctan (I+1) =T = x €]-00;—=1[U]0;+00]
T T




[Exercice 19| (*)

Soit (a,b) € C? avec a # b. Montrer

al=1 ou [p=1 —s 1“_;6:1
Corrigé : Sifa|=1. On a
la—0b] =lal|l —a™'b| = |1 —ab] #0
d’ou le résultat. Si [b] =1, on a
la —b] = |b| |a —b] = |ab— 1| = |1 — ab|
o a—2>b
Ainsi laj=1 ou |b]=1 1—&621

I[Exercice 20| (**)

Pour z réel et n entier, linéariser cos(z)" puis sin(z)".

Corrigé : Soit = réel et n entier. On a

cos(x)" = <#) = i N (Z)eik”"e —i(n—k)x _ izn: (n)ei(Qk—n):v

Passant a la partie réelle, on conclut

V(z,n) e Rx N cos(z)" = ini (3) cos((2k — n)z)

iz _ ,—ix 1 n .
Puis sin(z)" = (e 2'e ) =3 n)(_l)kel(nqk)x
i

On distingue selon la parité. On a

sin(z)?" = (D" % (37) (= 1)ke 2

et passant a la partie réelle, il vient

V@) ERxN  sin(z)™ = (;in)n é (2) (—1)* cos(2(n — k)a)

Enfin, on a sin(z)* 1 = Wi 3 <2n;1)<_1)k61(2n+172k)x
k=0

Passant a la partie réelle, il vient

(_1)7’L 2n+1

S k;) (" (=1)*sin((2n + 1 — 2k)z)

V(z,n) e R x N sin(z)?" ! =
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[Exercice 21| (**%*)

Soit (n,p) € N x Z. Calculer S,,,, = > cos( kpm >
’ k=1 n -+ 1

Corrigé : Sip € 2(n + 1)Z, on trouve S, , = n. Supposons p ¢ 2(n + 1)Z. On a

Snp=Re(T,,) avec T,,=>e s

On reconnait une somme géométrique dans I'expression de T, , et il vient

inpm ipm

ipr 1 —en+l  en+l — elPT
Tn,p — e n+tl o e or
1 —ent? 1 —ent?
ipm
L . entl — 1
Si 'entier p est pair, on trouve Tpp=——"=-1
1 —entt

Sinon, on obtient par une factorisation d’angle moitié

51 2 (i)
enit 41 T\t

T”,p - ipm
L—e™  _9isin <L>
2(n+1)
n  sipe2n+1)Z
On conclut V(n,p) ENXZ  S,,=< -1 sipe2Z~2(n+1)Z
0  sinon

[Exercice 22| (**%*)

Soit n entier non nul. Montrer que

n

>z

i=1

n

< 2zl

i=1

V(z1,...,2,) € C"

et que I'égalité est une inégalité si et seulement si
FeR | Vie[l;n] 2z =|zle

Corrigé : On procéde par récurrence sur n. Le résultat est trivial pour n = 1. Montrons le cas
n = 2. Si 'un des deux complexes est nul, le résultat est immédiat. Soit (21, 29) € (C*)%. Si On a

’Zl + 22|2 = (Zl + 22)(51 + 52) = ’Zl|2 + ’2’2’2 + 2Re (Zlfg)
On considére I'écriture trigonométrique z; = |z1] el et 2 = |2o| e avec 0y, 0 réels. 1l vient
2Re (21%) = 2|2120| Re e 01702) = 2|2, 25| cos(0; — 62) < 22120

avec égalité si et seulement si cos(f; — 65) = 1, c’est-a-dire 6, = 6y [27]. Le résultat suit. On

suppose le résultat vrai au rang n entier non nul fixé. Soit (zy,...,2,41) € C*". On pose
n
Z = > z. Il vient d’aprés le cas pour deux nombres complexes et ’hypothése de récurrence
i=1
n+l n+1
> % =24 zna| < 2]+ 2] < ) |2l
i=1 =1
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n

>z

=1

|z;| d’ott Iexistence de
1

Puis, si I'inégalité est une égalité, on en déduit notamment

n

7
n
0 réel tel que z; = |z el puis Z = e |2] et d’aprés le cas d’égalité pour deux complexes, il
i=1
i . i co qui clot la ¢
vient 2,11 = |zn41] €' ce qui clot la récurrence.

‘L’inégalité triangulaire avec cas d’égalité est démontrée.

[Exercice 23| (*)

1
Calculer / Arctan (t) dt
0
Corrigé : En intégrant par partie, on trouve
x ¢ In(1 2
/ Arctan (¢) dt = [z Arctan (z)] — / —— dt = z Arctan (z) — In1 +27)
1+1¢2 2
1

In2

Ainsi / Arctan (t) dt = r_As
; 12

[Exercice 24| (**)
Primitive de T\ 2x — a?

Corrigé : On a /\/Zt—tht:/ V1= (t—=1)2dt
On pose t — 1 = sinu et il vient

T Arcsin (z—1)
/wl—(t—l)th:/ cos® u du

/Arcsin (z—1) 1+ COS(QU) 1 (u + SiHUCOSU>ArCSin (z—1)
= _— u = _—
2 2

De la trigonométrie permet d’obtenir cos Arcsin (x — 1) = /1 — (x — 1)2 d’on

v 1
/ V2t —t2dt = 5 [Arcsin (z — 1) + (z — 1)v/2z — 22

I[Exercice 25| (***)

1
Pour z > 1et y > 1,0on note  fB(z,y) = / N1 — )yt de
0

1. Montrer B(z,y) = By, x)
2. Etabli +1,y) = ;
ablir Bz Y) x—l—yﬂ(m Y)
L. xry
3. En déduire Ble+1,y+1)= B(x,y)

(z+y)(z+y+1)
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Corrigé : Soit # > 1 et y > 1. Le changement de variable v = 1 — ¢ de classe ¢! donne

0 1
ﬁ(l‘, y) = _[ (1 — U)xiluyfldu = /0 uy*1(1 _ U)xildu

Autrement dit Ve > 1,y >1 Bz, y) = By, x)

Les fonctions t — t* et t — _—(1 — 1) sont de classe €' d’on, par intégration par parties,
Y

_ 1 1
Blx+1,y) = {jtz(l - t)ijLg/O N1 —t)v dt = gﬁ(x,y +1)

-

=0
d’ou Vo >1,y>1 yBx+ 1,y) = xf(x,y + 1)

Par suite (z+y)Bx+1,y) =z [Bx+1,y) + B(z,y + 1)]

1

=x| A=ty +t= (1 —t)Y] de

(x+y)Bx+1,y) = x/ol(l +t— )t 1 = t)Y L dt = 2B(x,y)

Ainsi Ve>1l,y>1 flz+1,y) = B(z,y)

Tty

D’aprés la relation précédemment établie et la symétrie de 3, on a

x x x y
c4ly+l)=—"  Bry+1)=—— Bly+1,2)= x
B( y+1) x+y+1ﬁ( y+1) x+y+16(y ) $+y+1x+yﬁ(y)
Yy
On conclut Ve >1,y>1 Bl +1,y+1)= B(x,y)

(z4y)(z+y+1)

[Exercice 26| (*)

Soit I un intervalle non vide de R et f, g fonctions majorées de I dans R telles que f(z) < g(x)
pour tout x € I. Montrer

Sup f(x) < Sup g(=)

zel zel
Corrigé : On a Vo el f(z) < g(z) < Sup g(x)
z€l
et par conséquent Sup f(z) < Sup g(x)
z€el z€l

[Exercice 27| (**)
Soit A une partie non vide de R. On définit d(x, A) = inf {|x — a|, a € A}. Montrer
V(w,y) €R?  [d(z,A) —d(y, A) < |z -y

Corrigé : Soit (7,y,a) € R? x A. Par inégalité triangulaire, il vient

lz—a|l <]z —y|+|y—al
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La borne inférieure d(x, A) minore |z — a| d’ou
d(z, A) < |z =yl + 1y — al
autrement dit d(z,A) — |z —y| < |y — |

Cette minoration vaut pour tout a € A ce qui signifie que d(z, A) — |z — y| est un minorant de
{ly — a|, a € A} et comme la borne inférieure de cet ensemble est le plus grand des minorants,
il vient

d(z,A) — |z —y| < d(y, A)
d’on d(z,A) —d(y, A) <[z -y
Par symétrie des roles, on conclut

V(z,y) € R? d(z,A) —d(y,A)| < |z —y]

I[Exercice 28 (***)

Soit I un intervalle non vide de R et f fonction majorée de I dans R et A > 0. Montrer
Sup Af(z) = A Sup f(z)

zel zel
Corrigé : Soit x € 1. On a Af(z) < A Sup f(z)
zel
puis Sup Af(z) < A Sup f(z)
zel zel

Montrons l'inégalité dans 'autre sens. Elle est immédiate si A = 0. Supposons A > 0. Il vient,
en appliquant 'inégalité précédemment obtenue

Sup f(r) = Sup {Af(x) <  Sup Af(x)

z€l z€l A zel
d’ou A Sup f(x) < Sup Af(x)
z€l z€l
On conclut Sup Af(x) = A Sup f(x)
z€l z€l

[Exercice 29| (*)

T T
23l
Corrigé : L’espace des solutions de ’équation homogeéne est clairement Vect (cos). Par variation
de la constante, on obtient

Résoudre cos(z)y’ + sin(x)y = sin?(x)  sur }

2

N(z)cos’z =sinx < N(r) =tan’z <= A(z) =tanz —x + «

Ainsi, on trouve {z —sinz —xcosx + acosz,a € R}

I[Exercice 30| (*)

Résoudre Vi—22y+y=1 sur |—1;1]

Corrigé : La solution constante x — 1 est clairement une solution particuliére. On trouve

{2 1+ e Aesine ) € R}
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[Exercice 31| (*)
Soient u, v dans €*(R,R), non identiquement nulles, vérifiant
V(z,y) eR*  w"(x)o(y) + u(z)v"(y) =0

1. Montrer qu’il existe A réel tel que u et v soient solutions respectives de

2+ Az=0 et 2/—Xz=0
2. Déterminer, en fonction de A, la forme des fonctions u et v.

Corrigé : 1. Comme v # 0, il existe yo réel tel que v(yy) # 0. Par conséquent

"
VeeR  u'(z)+ Mu(z) =0 avec A= v (30)
v(yo)
Puis, comme u # 0, il existe zq réel tel que u(zg) # 0 et par suite
u//(x[])
Vr e R v"(x) + pv(x) =0 avec =
(&) + () u=tt
Enfin, en évaluant la relation initiale en (g, o), on obtient
A+ pu=0
On conclut INeER | "+ u=0 et v —=Iv=0

2. 1l existe a, b, c, d réels tels que

SiaA=0 VteR u(t)=a+bt v(t)=c+dt
SiA>0 VteR  u(t) = acos(vAt) 4 bsin(v/At) v(t) = ce VM 4 de VA
SiA<0 VteR  w(t)=aeVM+be VN uy(t) = ccos(v/—At) + dsin(v/=\t)

I[Exercice 32| (**)
Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que
Ve e R fl(x)+ f(—x) =e” (E)

Corrigé : Soit f solution de (E). On a f'(z) = —f(—x) +e” pour z réel d’oir f" dérivable. Par
dérivation, il vient

Ve e R f"(z) = f'(—z) =e”
En substituant = par —z dans la relation de départ, on a f'(—xz) + f(z) = e~ pour z réel d’on
VeeR  f’(z)+ f(z) =2ch(x)
Ainsi, il existe «, (8 réels tels que
Vr e R f(z) = ch(z) + acos(x) + Bsin(x)
Réciproquement, on injecte dans ’équation (E) et on obtient

VreR (a+ B)(cos(z) —sin(z)) =0 = a+p=0

Finalement Sg = {z — ch(z) + a(cos(z) —sin(x)), a € R}

Remarque : La forme de Sg était en partie prévisible. En effet, il s’agit de résoudre une équation
du type ®(f) = exp avec ¢ : f — (v — f'(x) + f(—x)) et on peut établir, en suivant la méme
trame que dans la résolution ci-avant, que le noyau Ker ® est une droite vectorielle.
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[Exercice 33| (***)
Soit f dérivable sur R, telle que
Vez0  [ff(2) + fle)]l <1

Montrer Ve >0 |f(z) —e™f(0)]<1—e""

Corrigé : Notons g = f' + f et considérons cette relation comme une équation différentielle.
On en déduit aprées variation de la constante une expression de f en fonction de g avec

Ve >0 f(x)—oze_g”—l—e_g”/ elg(t)dt et a€eR
0

d’ou Ve>0  f(z)—e*f(0)= e_“”/xetg(t) dt
0

et par inégalité triangulaire, en utilisant |g(¢)| < 1 pour tout ¢t > 0

Vo >0 |f(:c)—e_””f(0)\<e_””/ e’ |g(t)] dtée_"’/ et dt
0 0

Ainsi Ve >0 |f(z) —e™f(0)]<1—e""

I[Exercice 34| (*)

n k2
Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = ) 2 bour entier.
k=1 n
.. I &, n
Corrigé : On a Vn e N Up = k* ~ =
n+n2/y noto3
D’ou Uy, —— +00
n—oo

[Exercice 35| (*)

In(n!
Déterminer la limite de la suite de terme général u, = (2 ) pour n entier non nul.
n

n
Corrigé : Pour n entier non nul, on a In(n!) = >  Ink < nlnn et par croissances comparées,

k=1
on conclut
In(n!
CON
n n— 00

[Exercice 36| (**)

Déterminer une expression du terme général de la suite (u,), définie par

ugréel et YneN  w,y =au, +bn avec (a,b) € R?

Corrigé : Si a = 0, le résultat est immeédiat. Si b = 0, le résultat est immédiat aussi avec
u, = a"uy pour tout n entier. Considérons a et b non nuls et posons v,, = u,+1 — u, pour tout
n entier. On a
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Vn € N Up = Upi1 — Up = Uy, + bn — (at,—1 + b(n — 1))

= a(tp —Up—1) +b=av,_1+b

Ainsi, la suite (v,,), est arithmético-géométrique. Par ailleurs, on a

n—1 n—1
Vn e N Svp =D gy — ug] = up — ug
k=0 k=0

donc expliciter la suite (v,), permet d’expliciter la suite (u,),. Sia =1, on a v, = vg+nb = nb
puis

n—1 n—1
Vn € N dvg =up —ug= > kb
k=0 k=0
- : n(n—1) :
D’ou Sia=1,onau, =uy+ bT pour tout n entier.
Sta#1,onav,=a+a" (vy—a) avec a = T puis
n—1 n—1 1—a™
Vk e N ka:un—u[)zz[a+ak(vo—a)}:na+1 (vo — @)
k=0 k=0 -

et vo = u; — ug = (@ — 1)ug + b. Ainsi

aq
Sia#1,onau, =uy+nx+a" <uo — —1) pour tout n entier.
a J—

[Exercice 37| (**)

Etudier la convergence des suites (uy,)n>1 €t (vUn)n>1 définies par

n ] n 1
U, =Y. — —1Inn vy =Y. — —In(n+1)
=1k i1k
Corrigé : Avec l'inégalité de concavité In(1 + x) < x pour tout z > —1, on trouve
1 1 1
Vn > 2 un—un_lz——lnn+ln(n—1):—+ln<1——)<O
n n n
1 1 1
et Vn >1 Up—Vp1=——In(n+1)+lnn=——-In{14+—] >0
n n n
1
et Vn > 1 un—vnzln(n+1)—lnn:ln<1+—)—>0
n n—00

D’aprés le théoréme des suites adjacentes, on conclut que

Les suites (u,)n>1 €t (vpn)n>1 sont adjacentes donc convergentes vers une méme limite.
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FIGURE 1 — Tracé des (u,)n>1 €t (Up)n>1

[Exercice 38 (*)

Etudier la convergence de la suite (uy,), définie par uyg > 0 et u,1 = In(1 4 u,) pour n entier.

Corrigé : Par récurrence immédiate, on a u, > 0 pour tout n entier. On a In(1 + z) < x pour
x > 0 par concavité d’oll u,41 < u, pour n entier donc la suite (u,), décroit et est minorée donc
convergente par limite monotone. Comme f : R, — R,z + In(1+4xz) est continue sur I'intervalle

fermé R, alors lim wu, est nécessairement point fixe de f et on a f(z) =2z <= z =0.On
n—+o0

conclut

Uy, — 0

n—oo

Ya

FIGURE 2 — Graphe de la suite (uy,),
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[Exercice 39| (***)

Pour n € N*, on pose Ve >0  folz)=—-1+4 > 2"
k=1
1. Montrer Vn € N* z, 20 | fulz,) =0
. 1
2. Justifier Vn € N* Ty = 5

3. Etudier la convergence de (,),>1.

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. La fonction f, est strictement croissante sur R, comme
somme de fonctions strictement croissantes et f,,(0) = —1, f,(z) —— +oo d’ou f,, réalise une
T—+00

bijection de R, sur [—1;+o00[. Ainsi

Vn>=1 3z, =20 | fulz,) =0

2. Soit n entier non nul. On a

D’ou Vn>1 Ty =

3. Soit n entier non nul. On a clairement f, < f,+1 d’ou

fa(rn) = 0= for1(Tni1) < fryi(Tn)

Par croissance stricte de f, 1, il s’ensuit que x,,,; < x,, autrement dit

La suite (z,), décroit.

Par théoréme de convergence monotone, il s’ensuit que (x,), converge.

_1_|_\/5 ,

On a fo(x) = =1+ 2 + 2? donc 'unique racine positive est o = — < 1d’ou z, < ¢ pour
tout n = 2 puis
noo 1—a" 1 ottt
folzn) =0 <= —14 > 28 =0 < —1+uz, =0 << z,=-+
=1 1—=z, 2 2
Comme 0 < z, < ¢ < 1 pour tout n > 2, il s’ensuit
1
Tn n—oo 2

Remarque : En montrant que (x,,),>1 décroit strictement puisque f,, < f,41 sur |0;+o00 [ pour
tout n entier non nul, on a z,, < ;7 = 1 pour tout n > 2 ce qui évite de résoudre fy(x) = 0.

[Exercice 40| (***)

Soient A1, ..., A\, dans U deux a deux distincts et o, ..., a, dans C*. On pose

VneN  wu, =Y a\!
i=1

Montrer Uy —/— 0
n—oo
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Corrigé : Supposons u,, — 0. On a pour n entier

n—oo

VEe[0;r—1] Uppp = DA X AP
i=1

n
Un o e o, Al
. . : @1)\1 Oé,,->\r :
d’ou =
-1 r—1 )
o \] cee e A n
Up+r—1 N 1741 o )\,,,
-~

,
i=1 1<i<j<r
AT Up
Ainsi : =A"!
)\? Un4r—1
Chaque A} est combinaison linéaire de suites de limites nulles puisque u,4+; —— 0 pour tout
n—oo
ke[0;r—1] etil sensuit

Vke[l;r] Ap —— 0

n—0o0

ce qui est absurde puisque Az € U pour tout k € [1; r]. On conclut

tn >0

[Exercice 41| (***)

Soit z € U. Montrer qu’il existe une suite extraite de suite (2"),, qui tend vers 1.

Corrigé : On appelle extractrice une injection strictement croissante de N dans N. La suite
("), est a valeurs dans U partie bornée de C. D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on
dispose de ¢ extractrice telle que (z“”("))n converge et par continuité du module, on a

22 s el avec 6 réel
n—oo

On définit ¢ : N — N par ¢(0) = ¢(0) puis ¢(n + 1) = p(2¢(n) + 1) pour n entier. Avec ce
choix, on observe

Vn e N Y(n+2)—Yn+1)— (Wn+1)—¢n)) = E/J(n +2) —2¢(n+ 1) +(n) > ¢¥(n)

~~

>1

Ainsi, la suite (¢)(n + 1) —(n)), est une extractrice vérifiant ¢)(n + 1) — ¢(n) —— +oo0 avec
n—oo
(1(n)),, sous-suite de (p(n)), . Il vient

) 0) = W) T (Y Ly 000 — |

n—o0

On conclut La suite (2™), admet une suite extraite qui tend vers 1.
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[Exercice 42| (**)

Soit la matrice J de .#,,(R) constituée de 1.
1. Calculer J2.

2. En déduire que I, + J est inversible et préciser son inverse.

Corrigé : 1. On trouve J2=nl
2.0nnote A=1,+JdouJ=A—-1,.Ona
AP=1,+2]+ =L, +(n+2)J=L,+(n+2)(A-1,) < A’—(n+2)A=(n+ 1)1,

1

On conclut |La matrice A est inversible d’inverse A~! = 1
n

(A= (n+2)Ly).

[Exercice 43| (**)

Soient X, Y € 4, 1(R) et M = XY . Déterminer une expression simple de MP avec p entier.

Corrigé : Par associativité du produit matriciel, il vient

n
M2 =X(Y'X)YT=aM avec a=Y'X=>>zy
i=1
Par récurrence immeédiate, on conclut

Vpe N  MP=ar M

I[Exercice 44| (**)

Soit V = (w(’“_l)“_l))lgk’ﬁgnﬂ € M1 (C) avec w = e »+1. Caleuler VV. En déduire Iinversibilité
de la matrice V et préciser son inverse.

Corrigé : Soit (k,f) € [1;n+1]% On a

n+1 n+1 .
(VV),, = S wkE-D0-Dy-G-De-1 = (wH)J—l

7=1 7=1
o . Punité . 1
est une somme de racines de l'unité et en distinguant les cas, on trouve

B n+1 sik=1/(
(vv)u ={ 1 _ o HDE=0) .
= 0 sinon
On conclut VV = (n+ Dl

I[Exercice 45 (*)

Soit M € 4, (K) avec rg M = 1. Montrer qu’il existe X et Y des matrices colonnes non nulles
telles que M = XY .

Corrigé : Il existe une colonne X de M non nulle. Toutes les autres colonnes de M sont colinéaires
a celle-ci d’ou M = (y1X]...|y,X) = XY avec Y dans 4, ;(K) et Y # 0 puisque l'un des y;
vaut 1. On conclut

Il existe X et Y des matrices colonnes non nulles telles que M = XY .
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[Exercice 46| (**)

Soit n entier non nul. Une matrice M € .#,,(K) est dite nilpotente s’il existe p entier non nul tel
que M? = 0. Soient (A, B) € #,,(K)?* avec B nilpotente et AB = BA. Montrer

A € GL,(K) < A+ B € GL,(K)
Corrigé : On suppose A = 1,,. Soit p entier non nul tel que B? = 0. D’aprés la factorisation de
Bernoulli, on a

p—1
I, =17 — (-B)? = (I, + B) . B*
k=0

ce qui prouve l'inversibilité de I,, + B. Supposons A € GL,(K). On a
A+B=A(,+B) avec B =A"'B

On a AB = BA d’ou A™!B = BA™! et il s’ensuit (A7!B)? = A"PBP = (. Ainsi, d’aprés le premier
résultat, on a I, + B’ € GL,(K) d’ou A + B € GL,(K). Supposons A + B € GL,(K). D’aprés le
sens direct, on a A = A + B+ (—B) € GL,(K) et on conclut

A e GL,(K) < A+ B e GL,(K)

I[Exercice 47| (**)

oz
_1+]x\

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur | —1;1].

On pose Ve e R f(x)

2. Expliciter la réciproque 1.

Corrigé : 1. Pour z réel, on a clairement |f(z)| < 1. Puis

T 1 T 1
Ve >0 = =1- t Vo <0 = =1
v f() 1+ 1+z ¢ ¢ /() 11—z +1—x
On en déduit que f croit strictement sur R avec f(x) —— 1 et f(xr) —— —1. Par conséquent
Tr—>r+00 r—r—00

L’application f réalise une bijection de R sur | —1;1].

Y
y=f(x)
> T
2. Soit x réel et y € | —1;1[. On résout
i 10) = ym i e (TR
L+ |z |z (1= Jyl) = |y 1—1y|

vye]-1:1] f-1<y>=1_y|y|
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[Exercice 48 (***)
Soit f : E — F. Montrer
[ bijective <= VA € P(E) FENA)=F~ f(A)

Corrigé : Montrons le sens indirect. Pour A = &, on obtient f(E) = F d’ou f surjective. Soit
(z,y) € E> avec x # y. On a f(y) € f(E~ {z}) = F~ {f(z)} dou f(y) # f(z). Supposons
f bijective. Soit A € P(E) et y € f(ENA). Onay = f(x) avec x ¢ A. Si f(z) € f(A), alors
f(x) = f(a) avec a € A et l'injectivité de f implique x = a € A ce qui est exclu. Par suite, on a
f(z) € F~ f(A). Soit f € F~ f(A). Par surjectivité, il existe x € E tel que y = f(x). Comme
f(z) ¢ f(A), il s'ensuit que = ¢ A d'ott z € f(E ~ A). On conclut

f bijective <> VA € P(E)  f(E~A)=F~ f(A)

I[Exercice 49| (***)

On définit 7 : N> — N par

V(m,n) € N? ﬂ(m,n):<m+n)(2+n+1)+n

1. Justifier que 7 est définie de N? sur N.
2. Montrer
Vim,n)eN?  w(m,n+1)=7n(m+1,n)+1 et w(n+1,0)=m0,n)+1
En déduire que 7 est surjective.
3. Montrer
Vim,n,m',n') eN*  wm/+n'>2m+n+1 = =a(m/,n)>n(m,n)
En déduire l'injectivité de .

Corrigé : 1. Les entiers m + n et m + n + 1 sont consécutifs donc 'un d’eux est pair et par
conséquent

L’application 7 est bien définie de N? sur N.

Variante : On observe que

m+n
V(m,n) € N? n(m,n)=n+ > keN
k=1
2. On a 7(0,0) = 0 d’ot 0 € Im 7. On vérifie sans peine les relations demandées. Puis, pour
(m,n) € N?, on observe
m(n+1,0) sim=0
m(m—1,n+1) sinon

m(m,n)+1= {

d’otu m(m,n) + 1 € Im 7. Ainsi, 'ensemble Im 7 et une partie de N contenant 0 et qui vérifie le
principe de récurrence et on conclut

Im =N
3. Soient (m,n) et (m’,n’) dans N? avec (m,n) # (m’,n’). Sim’ +n' > m+n+ 1, il vient

/ / / /! 1 1 2
<m+n><n;+n+ ) s mEntDmint2)

m(m',n') = n'

\%

(m—i—n)(m%—n—l—l)

z 2

+n+m+1+n">n(m,n)
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¢’est-a-dire m +n' >m+n = w(m,n)>mnr(m,n)
Par symétrie des roles, on en déduit
m+n#m' +n = w(m,n)#mx(m, n)

Supposons (m,n) # (m’,n’). Sim+n =m'+n', alors n # n’ d’ou 7(m,n) # w(m’,n’) et sinon
on a également 7(m',n') # w(m,n) d’aprés I'implication précédente. Dans tous les cas, on a
donc

(m,n) # (m',n") = w(m,n)#x(m',n')

Ainsi L’application 7 est une injection de N? sur N.

Variante : Pour montrer 'inégalité demandée, on peut aussi écrire

m/+n’ m+n+1 m+n
am/,n)=n"+ > k=2n'+ > k=m+1l+n'+n+ > k=m+1+n +7(m,n)
k=1 k=1 k=1

FIGURE 3 — Parcours de N? par 7

I[Exercice 50/ (*)

Montrer Vn € N 5 divise 237+5 4 3ntl
Corrigé : Soit n entier. On a

23n+5 + 3n+1 = 25(23)n + 3n+1 =92 x 3n + 3 % 3n = 0 [5]

Ainsi IVneN 5 divise 2575 4 3+1]

I[Exercice 51| (**)

Pour n entier non nul, on note 7(n) le nombre de diviseurs positifs de n. Etablir 'égalité

Vn € N* éT(k‘) = i {%J

d=1

Corrigé : Soit n entier non nul. On a



Comme les sommes sont finies, on peut intervertir 'ordre de sommation. Le plus grand diviseur
de n étant n lui-méme, on obtient

é1T(k) N dél (ke[[l'z]] d|k1)

La somme intérieure ci-dessus compte le nombre de multiples de d dans [1; n] qui sont

n
d.2d, ... H d
d
Par conséquent Vn € N* Sor(k) = {QJ
k=1 i=1td

Variante rédactionnelle

> (k) = 331, () = 331, (0

k=1 k=1¢=1 (=1k=1

I[Exercice 52| (**)

Soient a et p des entiers supérieurs a 2.
Montrer que si a? — 1 est premier, alors a = 2 et p est premier.

Corrigé : Supposons p = gl avec q et ¢ des entiers > 2. D’apreés I'identité de Bernoulli, il vient
-1
a? —1=(a?)"—1=(a?—=1)> a%
k=0
ce qui contredit la primalité de a? — 1. on en déduit que p est premier. Puis, on factorise

p—1
a?—1=(a—1)Y a"
k=0

Onaa—1<a”—1et comme a? — 1 est premier, il s’ensuit a — 1 = 1 et on conclut

a? — 1 premier =— a =2 et p premier

Remarque : Les nombres premiers de la forme 2P — 1 sont appelés nombres premiers de Mer-
senne.

I[Exercice 53| (**)

Soient a, b dans Z. Etablir 'égalité (a A b)(a V b) = ab sans utiliser la décomposition de a et b
en facteurs premiers.

Corrigé : L’égalité a clairement lieu si a ou b est nul. On suppose a et b non nuls. On note
d = aNb. On dispose de o', I’ dans Z, premiers entre eux tels que a = d'd, b = b'd avec a’ ANV = 1.
On pose ¢ = a’b'd. On a alc et blc d’out a V b|c. Puis, on dispose de k, ¢ dans Z tels que

aVb=ak=ddk et avVb=bl="bdl
et de u et v dans Z tels que a'u + b'v = 1. Ainsi, il vient
aVb=(aVb)(adu+bv)="Vdldu+ ddkbv = c(lu+ kv)
ce qui prouve c|a V b. Par conséquent, les entiers a \VV b et ¢ sont associés et unitaires donc égaux.
Ainsi, on obtient (a Ab)(aVb)=dec=dabd

On conclut V(a,b) € Z? (a Ab)(aVDb)=ab
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[Exercice 54| (*)

, . ) T 2x
Déterminer im —— — —
z—+oo Arctan (x) 7

Corrigé : Soit z > 0. On a

x 2z % — Arctan (r)  z Arctan (1/z) 1
— —_— a’/’ = ~Y
Arctan (z) 7 % Arctan () 2 Arctan (z) e—+oo (1/2)
Ainsi v N 4

Arctan () 7 a—+o0 w2

[Exercice 55| (***)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a, b réels pour que f : t — acos(t)+ bsin(t)
ait une limite en +o0.

Corrigé : Soient a, b réels non tous nuls et ¢ réel. On a

acos(t) + bsin(t) = va? + b2 [acos(t) + fsin(t)] avec o= \/%—H?Q et [ = N

Comme o? + 32 = 1, il existe 0 réel tel que o = cos(f) et S = sin(#). Ainsi
acos(t) + bsin(t) = va® + b? cos(t — 0)

Si a, b sont non tous nuls, avec I'expression précédemment obtenue, comme la fonction cos n’ad-
met pas de limite en +o00, alors la fonction f non plus. On conclut

‘La fonction f admet une limite en +oo si et seulement si a = b = 0.‘

I[Exercice 56| (**)

n

Soit n entier non nul. Déterminer lim Y (=1)(}) [In(z + &k + 1) — In(k 4 1)].

r—+00 k=0

Corrigé : Soit z > 0. On a

é(—l)k(@ In(z+k+1)—In(k+1)] = kio(_w(z) Inz +In (1 + %) ~In(k + 1)}
= (Inz)(1-1)"+ lﬁ%(—l)’“(;) <ln <1 + i Z 1) —In(k + 1))

n

On conclut | 3 (—1)F(?) In(x + & + 1) — In(k + 1)] —— > (=1 (") In(k + 1)

k=0 r—r+00 k=0

[Exercice 57| (**)

Trouver toutes les application f : R — R continues en zéro vérifiant
Ve e R f(2z) = f(x)

Corrigé : Par récurrence immédiate, on montre

Vz,n) eRxN  f(z)=f (—)
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x
et par continuité de f en zéro f (2—n> — £(0)

Ainsi VeeR  f(z)= f(0)

[Exercice 58 (***)

Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que
L V(z,y) eR® |f(z) = f(y)] = |z -yl
2. V(z,y) eR®  [f(2)+ f(y)l = o +y]
Corrigé : 1. Notons a = f(0). Il vient
VeeR  |f(z)—a| = x|

La fonction f est continue sur R car 1-lipschitzienne d’ou x — |f(x) — a| de signe constant sur
R, et R_. Par conséquent, la fonction f — a est soit id, soit —id, soit = > |z|, soit x — — |z|.
La condition sur f impose que celle-ci soit injective et donc f — a également. Ainsi,

f=a+id ou f=a—id avec a€R

Réciproquement, de telles fonctions sont clairement solutions.

’Les fonctions solutions sont de la forme a + id ou a — id avec a réel.

2. Pour y = —x, on obtient Ve e R |f(z)+ f(—x)] =0
Ainsi, la fonction f est impaire et par suite, en prenant —y pour vy, il vient
V(z,y) eR*  [f(z) + f(=y)| = |f(2) = fW)| = |z — y]

La fonction f est donc solution de I’équation de la premiére question. Comme f est impaire, on
a également f(0) =0 d’ou f =id ou —id. Réciproquement, de telles fonctions sont solutions.

Ainsi ’Les fonctions solutions sont id et —id ‘

[Exercice 59| (***)

1
On pose Vo e[0;1] f(z) = xsin(;) sie€]0;]
0 siz=0
1. Justifier que la fonction f est continue sur [0;1].
2. La fonction g : x € [0;1] — | f(x)] est-elle continue par morceaux sur [0;1]7
Corrigé : 1. La fonction f est continue sur |0;1] comme composée de telles fonctions et on a

fx) = o(1)0(1) — 0

Ainsi fe?’(0;1],R)

2. La fonction g est bien définie sur [0;1]. On a

0 six €

11 }
REN  gla) = (2k + )7 ' 2km

-1 sixe

11 [
2k + D’ (2k + )7

Ainsi, la fonction g admet une infinité de discontinuités sur le segment [0;1].
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y/\ y/\

L

FIGURE 4 — Graphe y = f(x) FIGURE 5 — Graphe y = g(x)

I1 n’existe donc pas de subdivision de [0;1] adaptée a g et on conclut

9 ¢ Cm([051],R)

Remarque : Cet exemple illustre le fait que la composée d’une fonction continue par morceaux
avec une fonction continue n’est pas nécessairement continue par morceaux.

[Exercice 60| (*)

Soit (G, x) un groupe et Z(G) = {x € G | Vg € G xg = gz} son centre. Soit ¢ un morphisme
surjectif de G sur G. Montrer

p(2(G)) C Z(G)
Corrigé : Soit z € Z(G) et y € G. Par surjectivité de ¢, il existe g € G tel que y = p(g) d’ou
p(r)y = p(x)p(g) = e(zg) = (gz) = @(9)p(x) = yp(x)
Autrement dit Vo € Z(G) o(x) € Z(G)

Ainsi o(Z(G)) C Z(G)

I[Exercice 61| (**)

Soit (G, *) un groupe.

1. Montrer qu’'une union de deux sous-groupes de (G, x) est un sous-groupe si et seulement
si I'un contient ’autre.

2. Le résultat se généralise-t-il & plus de deux sous-groupes ?

Corrigé : 1. Soit G un groupe et Hy, Hy deux sous-groupes. Supposons qu’il existe a € Hy \ Hs.
Soit b € Hy. On a axb € H; U Hy, autrement dit a xb € Hy ou axb € Hy. Si axb € Hy, alors
(axb)xb~! = a € Hy ce qui est exclu. Il s’ensuit que axb € Hy et par suite a ! x(axb) = b € H;
ce qui prouve Hy C Hy. Si un tel a n’existe pas, alors H; C Hy. On conclut

’Une union de deux sous-groupes est un sous-groupe si et seulement si 1’'un contient I'autre. ‘

2. En fait, non! On a pour la loi multiplicative
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(£, 1) = (1, 1)U (1,£1)U*(1,1)

et aucun des sous-groupes exhibés ne contient les autres. Ainsi

’Le résultat ne se généralise pas a plus de deux sous—groupes.‘

Remarques : (a) Si on connait les groupes quotients, on peut considérer :
L)22 x /22 = {(1,0)) U {(0,1)) U ((1,1))

(b) 11 faut chercher un contre-exemple de groupe qui ne soit pas cyclique car un sous-groupe
contenant un générateur serait le groupe lui-méme.

I[Exercice 62| (**)

On note A={%, (mn)eZxN}
1. Montrer que (A, 4+, X) est un anneau.
2. Déterminer U(A).

1
Corrigé:1.0Onal = — € D. Pour (z,y) € D*, onax = £ety = 2 avec (p,q,n,m) € Z*>xN?

puis
P q 2"p + 2"q P q Pq
—y=a-— =L e A et ay=-—— = A
TV T 90 T ogm ontm YT Jon10m T 10t
Ainsi L’ensemble A est un sous-anneau de (Q, +, x).

2. Un élément de U(A) s’écrit % et il existe ¢ et m entiers tels que = 1. Ainsi, on a

bq
2n+m
pq = 2" d’ou p|2"T™ et par conséquent
U(A) C {(=1)72", (e,t) € {0,1} x Z}

L’inclusion réciproque est immédiate. On conclut

UA) = {(—1)°2", (e, ) € {0,1} x Z}

[Exercice 63| (*)

n
En considérant la dérivée n-iéme de 'application polynomiale x +— %", déterminer (Z) .

k=0
Corrigé : Notons f(z) = 2™ pour z réel. Un récurrence immeédiate donne
n!
Vke|0;n B (g) = ———gnk
[0:n] /90 =
Par dérivation en considérant directement f2 puis f x f avec la formule de Leibniz, il vient

weR ()@= T e ()0 = ()00

n! n

. 2 oy Lo ks e
D’ou VreR (f5)" (o) —]§)<k) (n—k)!m k!x - ,;0(’“)
Par identification i (Z)Q = (2: )

k=0

Remarque : C’est un cas particulier de la formule de Vandermonde.
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[Exercice 64| (**)

n kE+ (—1)F
Déterminer lim > sin <L>

3
n—+00 1. n

Corrigé : D’aprés 'inégalité des accroissements finis, on a [sinu| < |u| pour u réel. Ainsi,
conjuguée avec I'inégalité triangulaire, on obtient

LA k:+(—1)’“> LA <k+(—1)k) nk+1 _nn+1)
g::lsm (T <kz::1 sin 5 ggl 3 < 3 = o(1)
n _1 k
Ainsi Zsin<k+(3 ) > >0
k=1 n n—00

I[Exercice 65 (**)

Etudier la convergence de la suite (u,), définie par ug > 0 et u,41 = pour n entier.

2+ u,

1
Corrigé : Posons f(x) = 712 pour z > 0. On a f(x) > 0 pour z > 0 d’ott u,, > 0 pour tout
x

n entier par récurrence immédiate. Par dérivation, on trouve
1 1

> ! - __ - ! < =

Ainsi, d’aprés 'inégalité des accroissements finis, la fonction f est k-contractante avec k € | 0;11.
On a pour z >0

f@)=20 = 2°+21=1 = (@+1-V2)(z+1+vV2)=0 <= z=+v2-1
Par récurrence, on obtient

Vn € N un—(\/ﬁ—l)‘ék‘”uo—(ﬂ—l)

On conclut U, —— VvV2-—1

n—oo

Remarque : La fonction f décroit donc on peut aussi considérer les suites extraites (usy,), et
(U2n41)n qui sont monotones et vérifier leur convergence.

[Exercice 66| (*)

Soit P € R[X] scindé a racines simples avec deg P > 1. Montrer que P’ est également scindé a
racines simples.

Corrigé : Notons a; < ... < a, les racines de P. D’aprés le théoréme de Rolle, il existe
Br € |y ;apyr [ pour tout k € [1;n—1] (onan — 1> 1) et par suite

’Le polynome P’ est scindé & racines simples.
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[Exercice 67| (*)

Etablir Ve e [0;1] sin(rx) < (1 — )

Corrigé : La fonction x — sin(mz) est concave sur [0; 1] puisqu’elle est dérivable de dérivée
x — mcos(mx) décroissante sur [0;1]. Ainsi, sa tangente en 1 est au dessus du graphe d’ou

Vo e [0;1] sin(rz) < 7(1 — )

Y
y=m(l—x)

y = sin(7x)

I[Exercice 68 (*)

n 1 n
Soient xy,...,x, > 0. Montrer Y= —=> T
i=1 V=t

Corrigé : La fonction /- est concave sur R, . D’aprés I'inégalité de Jensen, il vient

n n
_sz = Z\/l_'z
Ni=1

On conclut 1/271: ; TXZ:\/_

I[Exercice 69| (**)

. 1 1
Soient p,q > 0 tels que — + — = 1.
p q

b
1. Montrer V(a,b) € R2  al/Ppl/a g 242
p q
2. Montrer que pour tout n entier et ay,...,a,, b,...,b, réels positifs, on a
n n /p n 1/q
> agby < (Zﬂ) > by,
k=1 k=1 k=1
Corrigé : 1. Soient a,b > 0. Par concavité de In, on a
1 1 b
—Ina+-Inb<lIn <2+_>
p q p q
) s 2 1/ppl/ a b
D’ou V(a,b) € R: A
p q

23



Remarque : L'inégalité est trivialement vraie si a ou b est nul.

2. Si les a; ou les by sont tous nuls, le résultat est trivial. On suppose les ay et les b, non tous
nuls. On pose

a? b?
Vk‘E[[l;nH ap = nk Bk = nk
>.a; >.b!
i=1 i=1
D’aprés le résultat de la premiére question, on a
VEe[l;n] Qquﬁkg%—l-@
p q
) o n 1 1
Par sommation, il vient S b < —+-=1
k=1 b q
D’ou I'inégalité de Holder Soagbe < ¢ > ay gl bl
k=1 k=1 k=1

[Exercice 70| (**)
Soit P € K[X].
1. Montrer que P — X divise Po P — P.
2. En déduire que P — X divise P o P — X.

Corrigé : 1. Notons P = >~ a;X*. On a
k=0

PoP—P= Zn:ak(P—XJrX)’“—P: Zaki(’“)(P—X)Zxk—ﬁ—P

k=0 k=0 (=0
n k n
puis PoP—P=Ya> ()P —-X) X+ Ya()P-X)°"X-P
k=0 (=1 k=0

_ kzi;o a é}l () (P — X)!Xk-

Ainsi ’P—XdivisePoP—P

Variante : On note P = Y, X*. On a
k=0

n n k—1
PoP —P =Y a [PF =X} = 3 (P — X) Y PIXE
k=0 k=0 =0
2.0mn a PoP—-X=PoP-P+P-X

D’aprés le résultat précédent, on conclut

P—-Xdivise PoP - X
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[Exercice 71| (**)
Soit X C R un ensemble fini non vide. Montrer qu'il existe P € R[X] tel que
VeeX  P(z)=+x

Corrigé : Notons X = {z1,...,2,} et (L;)i<i<n la famille des polynomes interpolateurs de
Lagrange associés a X. On a L;(x;) = d;; pour tout (i,7) € [1;n]? On choisit alors P =

S ¢/ZiLi. On a
=1

n

vie[lin]  Pla) =L ymLr) = L umb, = ¥

i=1

[Exercice 72| (**)
Soit n entier et § réel. Etablir

COS(H@) = Tn(COS(@)> avec T, = Z (”)(XQ _ 1)an—2k

Corrigé : Soit n entier et 6 réel. On a

cos(nf) = Re (e)" =Re zn: (1) (sin(0))*(cos(0))"*F = > (5:)(cos(6)* — 1)F cos(f) 2

k=0 0<2k<n

On conclut V(n,0) e Nx R cos(nf) = T, (cos(h))

Remarque : Les polynomes (T,,), sont appelés polynomes de Tchebychev de premiére espéce.

I[Exercice 73| (**)
Soit (P,,), suite de polynomes de R[X] définie par
Po=2 P,=X VneN P,,=XP,, —P,
. Calculer Py, Ps.

1
2. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,,.
3. Montrer que pour tout (n,z) € N x C* P.(z+1/z)=2"+1/z".
4. En déduire une expression simple de P, (2cos(6)) pour 6 € R.
5. Déterminer les racines de P,,.

Corrigé :

1. Le calcul donne P,=X?-2 et Pyg=X3— BX‘

2. On peut aisément conjecturer
Vn € N* P,=X"+Q, avec Q,¢cR,1[X]
Montrons cette propriété par récurrence double. Notons :
Pn): P,=X"4+Q, avec Q, € R, 1[X]

e Les propriétés Z(1) et F(2) sont clairement vraies.
e Z(n)et (n+1) = Z(n+2): On suppose Z(n) et &(n + 1) vraies pour n entier non
nul fixé. On a
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Ppio=XP, — P, = X (X" 4+ Qni1) — Py
= X" 4 Qupo
avec Qn+2 = XQn-H - P, € Rn+1[X]

ce qui clot la récurrence. Ainsi

Vn € N* P,=X"+Q, avec Q,¢€R,1[X]

3. On procéde 1a encore par récurrence double. Notons
P(n): VzelC* Polz+1/2)=2"+1/z"

e La vérification de Z2(0) et (1) est immeédiate.
e Z(n)et Z(n+1) = P(n—+2): On suppose Z(n) et P(n+ 1) vraies pour n entier fixé.
On a

Poio(z+1/2) = (2 +1/2)Pyi(z+1/2) = Pp(z+1/2)
= (z+1/2)(z" + 1/27) — (2" +1/2") = 2"T2 4 1 /22
ce qui clot la récurrence. Par conséquent

V(n,z) € N x C* Pz +1/z)=2"+1/z"

4. Soit § € R et n € N. D’aprés l'identité d’Euler, on a 2cos(f) = e + ¢ 7. Par suite, il vient
P,(2cos(f)) = P, (e’ + 7)) = ¢! 4-¢~1f

On en déduit Vo eR  P,(2cos(f)) = 2cos(nb)

5. A Paide de la question précédente, déterminons les racines de P,,. Pour 8 € R, on a

P,(2cos(f)) =0 <= 2cos(nf) =0 <— nQEg[W] — f¢ {%—I—Z—ﬂ, kGZ}

L’application 6 +— 2 cos(f) est strictement décroissante sur [0 ;7| donc injective sur cet intervalle.

—1
Comme on a O<1 et 1—i-(n—)ﬁzﬁ—l<7r
2n 2n n 2n
. T km
on en déduit Card {2COS {—+—}, ke [[O;n—l]]} =n
2n n

Comme P,, est un polynome de degré n, il admet au plus n racines et on a donc déterminé
exactement toutes ses racines. Le coefficient dominant de P,, étant égal a 1, on en déduit la
forme factorisée

wert P9 — 11 (%20 [ (25)])

k=1 2n

I[Exercice 74| (***)

Déterminer 'ensemble des polynomes P € C[X] tels que P(U) C U.

Corrigé : Soit P = " a;X* € C[X] avec a,, # 0 tel que P(U) C U. On a
k=0

Vo e R P(e?)P(e??) =1
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- n
On pose P =Y a,:X*
k=0

On a Vo e R ﬁ(ew) = S @, e = e S G e —i(n—k)0 _ einfP(eif)
k=0 k=0
Ainsi Vo € R <P13> (e¥?) = einf

ce qui prouve que le polyndéme PP — X" admet une infinité de racines et est donc le polynome
nul. On en déduit que P divise X" et comme n = deg P, il vient P = aX" avec a = P(1) € U.
La réciproque est immédiate et on conclut

(P e C[X] | P(U) C U} = {aX", (a,n) € U x N}

I[Exercice 75 (*)
Soit n entier non nul, E = ,(K), H={M € E | Tr (M) = 0}. Montrer que E = H & Vect (1,,).

Corrigé : On procéde par analyse/synthése. Soit M € E. Supposons qu’il existe A € Het a € K
tels que M = A + al,. Il s’ensuit Tr (M) = na d’ou
1 1
a=—-—Tr(M) et A=M--—-Tr(M)I,
n n

ce qui prouve l'unicité sous réserve d’existence. On vérifie sans difficulté que cette solution
convient et on conclut

E =H & Vect (1)

[Exercice 76| (**)

Soit E = Z(R,R). Pour \ réel, on note fy : t — e*. Montrer que (f\)xer est une famille libre
de E.

Corrigé : Soient des réels strictement ordonnés A\ < Ay < ... < A\, et ay,...,q, des réels tels
n

que Y a;fr, = 0. Supposons les «; non tous nuls. On pose k = max{i € [1;n] | a; #0}. On a
i=1

n

k
doaify, = D i fy, avec oy # 0. Par factorisation, il vient

=1 =1

k—1
vVt e R 0=oqa;+ Zake(Ai*Ak)t — =0
i=1 t—+oo

ce qui est contradictoire. On en déduit que les «; sont tous nuls autrement dit

La famille (f\)aer est libre.

I[Exercice 77| (***)

Soit (ag, . .., a,) € R™™ et on note u; = (1, a;,...,a) pour tout i € [0; n]. Montrer

(uo, ..., up) libre <= Card {ag,...,a,} =n+1
Corrigé : Si Card {ao,...,a,} <n+1, alors il existe a; = a; avec i # j et par suite u; = u; ce
qui implique (uo, ..., u,) liée, autrement dit, par contraposée
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(uo,...,u,) libre = Card {ag,...,a,} =n+1

Supposons Card {ag,...,a,} = n+ 1. Soit (Ag,...,\,) € R* tel que > M\u; = 0, autrement

i=0
dit
n
Vk e[0;n] S hiab =0
i=0
Ainsi pour (ag, ..., q,) € R*™ il vient par combinaison linéaire
n n n n
Sapdhab =0 = S\ (Zakaf) =0
k=0 i=0 =0 \k=0
n
Notant P = >~ ;. X", les o étant quelconques, on a donc
k=0
n
i=0
En considérant P = L, le k-iéme polynome interpolateur de Lagrange associé a (ao, . .., a,), on
trouve exactement
n
=0 N~
=0i,k
La liberté s’ensuit et on conclut
(uo, ..., up) libre <= Card {ag,...,a,} =n+1

[Exercice 78 (**)

Soit E un ensemble & n éléments. Déterminer le nombre de couples (X,Y) € P(E)? dont I'inter-
section est de cardinal 1.

Corrigé : Notons N le nombre de couples de P(E)? dont I'intersection est de cardinal 1. Tl y a n
facons de choisir un élément a en particulier puis (”;1) fagons de choisir les éléments de X \ {a}
avec k € [0;n—1] et ("~,7") fagons de choisir les éléments de Y \ X avec £ € [0; n—1—k].
Ainsi, on a

n—ln—1—k n—1
N =TS ) () = () =
k=0 (=0 k=0

Variante : Une autre approche consiste & choisir un élément a en particulier (n fagons de faire
ce choix), puis pour chacun des n — 1 autres éléments, on le place soit dans X \ {a}, soit dans
Y ~ {a}, soit hors de XUY. On a donc 3"~ choix possibles de (XUY) ~\ {a}. Pour le comptage
des n — 1 autres éléments, on peut aussi considérer que chacun est dans X ou pas, dans Y ou
pas, mais pas dans X et Y ce qui fait 22 — 1 choix pour chacun d’ott 3"~! choix possibles.

I[Exercice 79| (**)

On choisit 11 nombres parmi {1, ...,20}. Montrer qu’on en trouve au moins deux dont la somme
vaut 21.

Corrigé : On considére les tiroirs {1,20}, {2,19}, ..., {10,11}. On tire 11 nombres (les chaus-
settes) a placer dans ces 10 tiroirs. Il y a alors au moins un tiroir qui contient 2 chaussettes,
autrement dit
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’Il y a au moins deux nombres dont la somme vaut 21. ‘

I[Exercice 80| (***)

Pour p et n entiers, on note S, ,, le nombre de surjections de [1; p] dans [1; n]. Par convention,
on pose [1; 0] = @.

1. Préciser Card ([1; n]ltirl).

2. Pour p et n entiers, établir n? =3 (7)Spx
k=0
3. Soit n entier et uy, ..., u, des réels. Simplifier
n k
2 (=) ) X (F)ue
k=0 =0

4. En déduire une formule donnant S, ,, pour p et n entiers.

Corrigé : 1. On a Card ([1; n]ttrl) =n»

2. Choisir une application de [1; p] dans [1; n] équivaut a choisir la taille de ’ensemble image,
c’est-a-dire un entier k € [0; n] puis les k éléments de 'image avec (Z) facons de faire ce choix
et une surjection de [1; p] sur cet ensemble image. Notant .7 (E, F) les surjections de E sur F,

on a
n

[1;n]itel = | | | Z([L:p].Y)

k=0YC[1;n], Card (Y)=k

On a Card (. ([1; p],Y)) = Spk pour Y partie de [1; n] & k éléments et on trouve

Card ([1; n]ltirl) = i > Sp.k

k=0YC[1;n], Card (Y)=k

Ainsi nP = kzi:o(Z) Sp.k
n k % - TL'
3.0mna kgo(—l)"*k(z)ggo(e)w = ogz%:gn(_m O E)!Ug
L n—1/0)! ek
= xuXn —(k)!(k;)— ity
SR (e = S ()11 = S (i - 1)
On obtient Vn e N zn: (=)™ () Zk: (IZ)W = uy,
k=0 £=0

Remarque : Ce procédé s’appelle inversion de Pascal.

4. Soient p et n entiers. Avec le résultat des questions précédentes, il vient

Sy = 30 (—1)"H(1) 30 (4)S,0
k=0 =0

29



On conclut V(p,n) € N? Spn = o (=1)"7F (n) kP

[Exercice 81| (*%*)

Soit u € Z(E). On suppose qu'il existe n entier non nul tel que u™ = 0 et u™ ! # 0. Montrer
qu’il existe z € E tel que (z,u(z),...,u" ! (x)) est libre.

n—1

Corrigé : Soit ¢ € E tel que u"(xg) # Og. Soit (o, ..., a,_1) € K" tel que iaiui(xo) = Og.
=i

On suppose les a; non tous nuls. On pose £ =min{i € [0; n—1] | a; # 0}. 1l vient

un—t <§aifi(xo)> = "1t <7:2:::aiui(a:0)> a1 (zg) =0

d’otu la nullité de oy, ce qui est absurde. On conclut

Il existe zg € E tel que (zg, u(zg),...,u" " (z0)) est libre.

I[Exercice 82| (**%*)

Soit E un K-ev et f € Z(E) tel que f3 =id.

1. Montrer E=Ker(f—id) ®Im(f —id)
2. Montrer
Ker(f —id) =Im(f?+ f+id) et Im(f—id)=Ker(f?+ f+id)
Corrigé : 1. On procéde par analyse/synthése.
e Analyse : On suppose E=Ker(f—id)+Im(f —id)
Soit z € E. Il existe (a,b) € Ker(f —id) x E tel que x = a + (f — id)(b). En appliquant
successivement f deux fois a cette relation, on obtient
r=a+ f(b)—b
f(@) =a+ f*(b) — f(b)
fA @) =a+b— f*(b)

En additionnant les lignes, il vient

a=3 [+ f@)+ @] et f0)~b=z—a=3 [z f(r) - )]

ce qui prouve l'unicité sous réserve d’existence.

e Syntheése : Soit x € E. On pose

a=ld+f+ ) (@) et e= 20— f@) - )
On a clairement a + ¢ = x. Puis, on observe la factorisation X? — 1 = (X — 1)(1 + X + X?) d’ou
(f—id)o(id+f+f)=f>—id =0 dou a€Ker(f—id)
Reste a établir que z € Im (f —id). On a
29X -X2=(X-1)(-2-X) dot (2id —f— f2) = (f —id)o(~2id —f)
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puis c:%(f—id)o(—%d —f)(z) em(f—id)
ce qui prouve I'existence. On conclut
E=Ker(f—id)®Im(f —id)
2. Avec la factorisation X3 — 1= (X - 1)(X?+ X+ 1) = (X* + X+ 1)(X — 1), il vient

(f—id)o(f*+ f+id) = (f*+ f+id)o(f —id) = f* —id =0
d’on Im (f2+ f+id) CKer(f —id) et Im(f—id) C Ker(f?+ f+id)
On a remarqué précédemment

X=1)X+2)=X*+X-2=X?+X+1-3

1 1
d’ott 1=§(X+2)(X—1)+§(X2+X+1)

1 1
et par conséquent id = g(f—i—Qid)o(f—id)—l—g(f2+f—i-id)

avec commutation dans le produit. On en déduit sans difficulté les inclusions réciproques a celles
précédemment obtenues et on conclut

Ker(f —id)=TIm(f*+ f+id) et Im(f—id)=Ker(f*+ f+id)

[Exercice 83| (***)

Soit E un K -ev et p, ¢ des projecteurs de E. Montrer que

p — q projecteur <= pog=gqop=gq
Quand cette condition est réalisée, montrer
Im(p—q)=ImpnKerq et Ker(p—q)=Kerp+Imygq
Corrigé : Raisonnons par équivalence. On a
P—a)?=(p—q = pP"—qop—poq+¢®=p—q <> 2¢=pog+qop

Clairement poq=gqop=q = 29=poqg+qop

ce qui prouve le sens indirect. Supposons 2g = po g+ g o p. En composant cette relation par p a
droite et de méme a gauche, il vient

2qop=poq+pogop et 2pog=poqop+pogq
En soustrayant les deux égalités obtenues, on trouve poq = qop et en injectant dans 'hypothése
2q = poq+ qop, on trouve le résultat attendu. Ceci prouve

’p—qprojecteur = poq:qop:q‘

Montrons les égalités d’ensembles par double inclusion. Soit z € Im (p — ¢). On dispose de t € E
tel que z = (p — ¢)(t). Puis, on observe

x=p(t)—q(t) =p(t) —poq(t) =p(t—q(t) €Imp

et q(z) = q(p(t) — q(t)) = gop(t) — q(t) = q(t) — q(t) = O

D’ou z € Im pN Ker q. Réciproquement, soit x € Im p N Ker ¢. Comme p — ¢ est un projecteur,
onalm(p—¢q) = Ker(id —(p — ¢)) donc si € Im (p — ¢q), on devrait avoir (p — ¢q)(z) = =.
Comme Im p = Ker (id —p), on a effectivement
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(p—q)(z) =p(z) —q(x) =p(r) =z € Im (p — q)

Ainsi Im(p—¢q) =Im pNKer g

Soit = € Ker (p — ¢q). On a p(z) = q(x). Puis
z = p(x) + (id =p)(z) = q(z) + (id —p)(z) € Ker p+1Im ¢
~N Y

€lm q €Ker p

Réciproquement, soit = € Ker p 4+ Im ¢. On dispose de (a,b) € Ker p x E tel que = = a + ¢(t).
Ivient  (p—q)(z) = (p—q)(a+q(?))
= p(a) — qla) +poq(t) — ¢*(t) = —gopla) +q(t) —q(t) =0

On conclut Ker (p — q) = Ker p+1Im ¢

I[Exercice 84| (*)

1 1

Déterminer lim ————
a=0In(l+2) =

Corrigé : Soit x > —1. On a

1 1 w-l(l+x)  z—x+2?/24+0(2?)
n(l4+z) x  xln(l+z) 20 x? + o(x?)
1 1 1
Ainsi 1 1
et In(l+2xz) x 250 2

[Exercice 85| (*%*)
Déterminer le DL3(0) de sin (mv/1+ ).

Corrigé : On part du développement usuel

Puis, par trigonométrie

2 3
sin (mv/1 + ) =, —sin (H R 0(1;3))

2 8 16
Le développement a 'ordre 3 de sin en ne conservant que les termes d’ordre 3 donne
Vi A 7 R 1 /mx 3
: I T A 3
sin (mv/1 + ) S S Pl T ( 5 —|—0(x)> + o(z?)
D’ott sin (mv1+x) = S o + (WB S ) 2%+ o(2?)
a0 2 8 48 16
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[Exercice 86| (**)
Soit n entier non nul et f(z) = (1 — e®)™ pour tout z réel.

1. Montrer que f*)(0) = 0 pour tout k € [0; n —1].

2. En déduire la valeur de ) () (—1)*k? pour tout p € [0; n].
k=0

Corrigé : 1. La fonction f est de classe > comme composée de telles fonctions. On a le
développement et 1’égalité fournie par le théoréme de Taylor-Young

@) = (1= 1—a+o(@))" = (~1)"a" +o(z") = 3> Ik 4 o(a")
z—0 k—0 k"
Par unicité du développement limité, on conclut
Vke[0;n—1]  f®(0)=0
2. Un développement de bin6me donne
Vr e R flx)=> (Z)(—l)ke’”
k=0
d’ou V(p,z) €[0;n] xR fP(z) =3 (1) (—1)kkpehs
k=0

Il en résulte

Vke[0;n—1] S (D=0 et Y (1) (—DFE" = (=1)"n!

k=0 k=0

I[Exercice 87| (*)
Soient E, F des K-ev et f, g dans .Z(E,F)? avec Im f et Im ¢ de dimension finie. Montrer
rg (f) —rg(9)l <1 (f +g) <rg(f) +rg(g)

Corrigé : On a clairement

Im (f +g) ={f(2) +g(z), € E} CIm f+1Im g = {f(z) +9(y), (v,y) € ExF}

Passant aux dimensions, il vient

rg (f +g) < dim (Im f + Im g)

D’aprés la formule de Grassmann, on sait que

dim (Im f +1Im g) =g (f) +rg(g9) — dimIm fNIm g <rg(f) +1g(9)

d’otl rg (f +g) <rg(f) +rg(9)

Ensuite, avec I'inégalité précédemment établie, en remarquant rg (—g) = rg (g), il vient

rg(f)=rg(f+g—9) <rg(f+g) +rg(—9) =12(f +9)+18(9)

d’ott g (f) —rg(g) <rg(f+9)

Par symétrie des roles en f et g, on a également

rg (g) —rg (f) <rg(f +9)

On conclut lrg (f) —rg(9)| <rg(f+g9) <rg(f)+rg(g)
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[Exercice 88 (*)

Soit E = ., (K) avec n entier non nul. On pose

WMEE (M) =M— S Tr (M1,
n

Justifier que ¢ € Z(E) puis calculer ¢? et préciser Ker o, Im .

Corrigé : L’application ¢ est a valeurs dans E, linéaire par linéarité de la trace et bilinéarité
du produit. Pour M € E, on obtient

00 = ¢ (M= Tr DL, ) = (M) — - Tr (ML)

n

et on observe ¢(1,,) = 0. Ainsi

=

On a Im ¢ = Ker (¢ — id) = Ker Tr puis, avec l'inclusion Vect (I,,) C Ker ¢ et pour raison de
dimension, on conclut

Ker p = Vect (I,,) et Im ¢ = Ker Tr

Remarque : L’application ¢ est le projecteur sur Ker Tr parallélement a Vect (1,,).

I[Exercice 89| (*)

Soit E = 4, (K) avec n entier non nul. Déterminer une base de Ker Tr.

Corrigé : Soit M = (mivj)lgi’j@ €E. Ona
n n
M e Ker Tr <— me =0 «— my1 = —me
=1 =2
n
Ainsi MeKerTr «<— M= Z mi,jE@j + Zmi,j (El,l — El,l)
1<i£j<n i=2

La famllle (E171 — Ei:i>i€[[2;n]] E‘J (E%])
immédiate. On conclut

La famille (E;; — Ei,i)ie[[2~n]] W (Ei;)

1<izj<n €St donc geénératrice de Ker Tr et sa liberte est

est une base de Ker Tr.

1<i£j<n

[Exercice 90| (**)

Soit E un K-ev de dimension n entier non nul et u € Z(E). On suppose qu’il existe z € E tel
que (zg, u(xg),...,u""(xg)) est une base de E. On pose

Cu)={ve ZE)|vou=uov}

1. Montrer que %’ (u) est un sous-anneau et un sev de .Z(E).

2. Montrer C(u) = K,—1[u]
3. Déterminer dim %' (u).
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Corrigé : 1. On vérifie sans difficulté que id € €' (u), €(u) sev de Z(E) et vow € € (u) pour
v, w dans €' (u). Ainsi

L’ensemble €'(u) est un sous-anneau et un sev de Z(E).

Remarque : On dit que € (u) est une sous-algébre de £ (E).

2. On a clairement K,,_;[u] C € (u). Réciproquement, soit v € € (u). Le vecteur v(zg) se décom-
o

pose dans la base (zg,u(xg),...,u" 1 (zo)) en
n—1
v(zo) = Y apuf(xg) avec (ag,...,a,_1) € K"
k=0

Soit i € [0; n—1]. Comme v commute avec u, alors v commute avec u’ pour tout i € [0; n—1]
puis

v (u'(z0)) = u’ o v(xg) = U’ (:Z_:;akuk(xo)>
=ulo (:gakuk> () = (:;_:akuk) (u'(zg))

n—1

Ainsi, les endomorphismes v et > apu® coincident sur la base (zo,u(x),...,u" *(zy)) et sont
k=0

donc égaux ce qui prouve I'inclusion directe. On conclut

n—1
¢ (u) = {Zakuk> (ai)ie[[o;nq]] € K”}
k=0

n—1
Variante : Soit z € E. Il existe (bg)ockcn_1 € K" tel que z = > byu®(zp). Ainsi
k=0

n—1 n—1 n—1
v(z) =0 (Zbkuk(xo)) = Y bpvouf(zg) = Y. bk o v(xy)
h=0 fzi? n—1 =0 n—1
= > bput (Zazuz@o)) = 3 abpuft(zg) = 3 aut ()
k=0 =0 0<k.f<n—1 =0

3. D’aprés ce qui précéde, la famille (u*)4e[o,n_1] est génératrice de €' (u). Montrons sa liberteé.
n—1

Soit (ar)refo;n—1] € K" tel que S apuF~! = 0. En particulier, en évaluant en g, il vient
k=0
n—1
S agu(zo) = 0. Or la famille (zg, u(xg), ..., u" " (z)) est une base de E donc libre et par suite
k=0
n—1
Sapuf(rg) =0 = Vke[0;n—1] ar =0
k=0

Ainsi, la famille (u¥)refo;n_1] est libre et génératrice de €’ (u) donc est une base de €' (u). Son
cardinal étant égal a n, on conclut

dim%(u) =n
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[Exercice 91| (*%*)

0 1 0 ... 0
n 0 2

Soit A=|o n—1 0o . ol € 4n(R).
o ... 0 1 0

Interpréter A comme matrice d’un endomorphisme de E = R, [X].

Corrigé : On décompose

0 0 0 1 0 0

n 2
A=M+N avec M=|g ,_1 " : et N=|: L0

0o ... 0 1 0 O ... ... ... 0

On note f et g endomorphismes canoniquement associés a M et N. On a

VEe[0;n]  f(XF) =kXF1 et g(XF) = (n— k)XE! =pX . XF— X2 pXk!

Par suite VPeE  f(P)=P et ¢(P)=nXP-—X*P

Ainsi A =matyp avec YVPeE  ¢(P)=(1—-X*)P' +nXP

[Exercice 92| (**)
Soit E = R,,[X] avec n entier non nul. Pour P € E, on pose p(P) = X(X — 1)P’ — nXP.

1. Montrer que ¢ € Z(E). Préciser matyp ot € désigne la base canonique de E.

2. Déterminer des bases de Ker ¢ et Im .

Corrigé : 1. L’application ¢ est linéaire par linéarité du produit & gauche et de la dérivation.
On a

o(l)=-—nX€eE
et VEe[1l;n] o(XF) = (k — n)XkH — Xk

d’ott p(X*) € E pour tout k € [0; n], y compris le cas k = n puisque le coefficient devant le
terme en X"! s’annule. Par caractérisation d’une application linéaire sur une base, on conclut

pc Z(E)
0 0 0
—n -1
Et on a matep =1 0 —(n—1) —2
- 0
0 0 -1 —n
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2. On a PeKeryp «<— X[X-1)P —nP]=0 <= X-1)PP—nP=0
Résolvons ’équation différentielle associée sur | 1;+00 [ et cherchons des solutions polynomiales :

(t—1)a'(t) —nz(t) =0 <= z € Vect (t— (t—1)")

D’ou Ker ¢ = Vect (X — 1)

Puis, la famille (@(Xk))ke[[o.n
a extraire une famille libre de cardinal n de la famille génératrice précédente. Le caractére
échelonnée montre que les familles (SO(Xk))kE[[O;n—lﬂ et (go(X’“))ke[[l;n]] font I'affaire mais on
peut fournir une base plus simple encore. Par lecture matricielle, on observe

Vke[0;n] o(X*) € Vect (X, ..., X")

1 est génératrice de Im . D’aprés le théoréme du rang, on cherche

d’otu Im ¢ C Vect (X,...,X")

Par égalité des dimensions, on conclut

La famille (X, ..., X") est une base de Im ¢.

I[Exercice 93| (*)

. n 1
Calculer nEIPoo k;l m .

Corrigé : On a Vk € N* - - - -

S’ensuit un téléscopage et on trouve

\
7

1

n

[Exercice 94| (**)

1. Soient A, B dans K[X] avec deg A < deg B. On suppose B scindé a racines simples avec
B=MA]](X— a;). Montrer
i=1

A n A(al)
R Z -
B i:lB (CVZ)(X — Oél)
2. Soit zq, ..., z, des complexes non nuls deux & deux distincts. On note P = kl:[1(X — 2k)-
no ok
Calculer ;P’(Zzl) pour k€ [0;n—1]

Corrigé : 1. D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples, on dispose de scalaires
A; tels que

A &N
B i—1X —
Pour déterminer les \;, on effectue 'opération suivante
A
Vie[l;n] [—(X—ai)} =\
B ‘X:ai
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Or, en écrivant B = (X — a;)Q; avec Q; € K[X], on constate que P'(a;) = Q;(«;) et il s’ensuit

" Ala)
;B’(az)(X — ;)

Variante : On peut retrouver directement le résultat du théoréme. Soit (L;)i1<i<n la base des
n

polynomes d’interpolation de Lagrange de K, _1[X] associée a (a;)1<icn- On a A = > A(a;)L;

i=1
d’ou
A n A(OIOLZ n A(Oél)
— = Z = Z . —
B i=1 B Z‘:1B (O(J(X Oéz>
Xht1 n L1
2. P k 0O;n—2 = u
our k€ [0;n—2],ona 5 z:zlP/(Zz)(X_Zz)
n ok
Substit t X ¢ il vient 0= :
ubstituant X par zéro, il vien ;P’(zi)
Pour k =n — 1, on a deg X*¥*! = n donc il faudrait isoler la partie entiére du reste. On a
Xn Xn _p n
e -1 s
Pt - Z Pl (X =)
n ZTL
Substit t X § t —1=- L
ubstituant X par zéro, on trouve ;P’(zi)
o n ZF
Ainsi Vke[0;n—1] ;P’(lzi) = Okm—1

[Exercice 95| (**)

Soit P € C[X] scindé a racines simples z1,...,x, et @ € C tel que P'(«) # 0. Montrer qu’il
existe i € [1; n] tel que

a—z<n
Pr(a)
Corrigé : Si P(«) = 0, le résultat est trivial. Sinon, on a
Pla) & 1
= Z —
Pla) Sla—ua;
On choisit i € [1; n] tel que \a—xi|:k1\[[/[1in]\a—xk]
ell;n
Par inégalité triangulaire, il vient
/ n
P'(«a) <3 1 n
Pla) | ~iztla — o]~ Jo— i
P
Ainsi Fe[l;n] | |la—z<n P’(((();))
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[Exercice 96| (*)
Soit f € €' ([a;b],R).

b
1. Etudier le comportement asymptotique de / f(t)e™ dt pour n — +oo.

b b
2. En déduire les comportements de de / f(t) cos(nt)dt et / f(t) sin(nt) dt pour n — +o0.

int
étant de

., . X L . ) e
Corrigé : 1. Soit n entier non nul. En intégrant par partie, les fonctions f et ¢ — —

1m
mt
/f mt dt |: /f mt dt

classe ¢!, il vient

b . 1 b
D'oi [ rwerad < s+ 1w+ [1r0) dt]
b .
Ainsi / ft)e™ dt —— 0
2. On sait VzeC Re (2)| < |z| et [Im(2)] < 7]

Soit n entier. Il vient

b b b
/f(t) cos(nt) dt| = |Re (/ F(t)eint dt) < /f(t)eint dt
et de méme /bf(t) sin(nt) dt| = |Im (/bf(t)eim dt> < /bf(t)eim dt

b
On conclut / f(t)cos(nt)dt —— 0 et / f(t)sin(nt) dt —— 0
I[Exercice 97| (**)
Déterminer lim 1 > f( )f <£> avec fe€€°([0;1],R)
n—+00 n21<k<€<n n n ! ’

Corrigé : Pour n entier non nul, on pose S, = —>_ f (—> On a
Np—1 n

=, 20 (07 () =5,5.0 (D () 52 C)

en séparant les termes diagonaux des autres et par symétrie des sommes hors diagonale. D’apreés
le théoréme de convergence des sommes de Riemann, on a

2 — (/Olf(t) dt>2 ot %éfz <§) =0
On conclut %1@%@1‘}0 (%) f <£) — % </01f<t) dt)z
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[Exercice 98 (***)

Pour n € N*, soit I, = / lsin(nt)| dt et J, = / t |sin(nt)| dt
0 0
Montrer que les suites (I,,),>1 et (J,)n>1 sont constantes.

Corrigé : Soit n entier non nul. On effectue le changement v = nt de classe € puis on découpe
I'intégrale avec la relation de Chasles et on applique le changement v = u — km de classe € dans
chaque intégrale. On obtient

1 nm 1n 1 (k—‘rl

I, = —/ |sin(u)| du = —Z/ |sin(u)| du
nJo km
1n 1

= / ]smv—kkmﬂdv—/ sin(v) dv = 2
M =0 0

On procéde de méme pour J,, et on poursuit le calcul par linéarité de 'intégrale

1 [n7 1 n—1

(k+1)r
Jn == u [sin(u |du-—2/ wlsin(u)| du
ke

n?J,

1n 1
= / (v+ k) [sin(v + k7)| dv

_ % (n/oﬂv sin(v)] v+ WT_/O [sin(v)| dv)
Jn = % (/07r (v - g) sin(v) dv) + g/oﬂsin(v) dv

™ .
Le changement s = v — 5 (de classe €') dans la premiére intégrale de 1'égalité ci-dessus donne

™ - 3 T 2
/ (v _ 5) sin(v) dv = / 5 sin <§ + s> ds = / scos(s)ds =0
0 3 —3

I'intégrale étant nulle comme intégrale d’une fonction impaire sur un domaine centré. On conclut

Les suites (I,,),5, et (Jn),>, sont constantes, respectivement égales a 2 et 7.

I[Exercice 99| (Intégrale de Wallis **)

g
Pour n € N, on pose I, = / sin(t)™ dt
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I,, et I, o pour tout n > 2.

2. Donner une expression de I,, a ’aide de factorielles en distinguant selon la parité de n.
3. Etudier la monotonie de la suite (I,,),,.

4. En considérant la suite (nInIn,l)@l, déterminer un équivalent de I,, pour n — +oo.

Corrigé : 1. En intégrant par parties, il vient
bl

I, = [~ cos(t) sin(t)"fl]og + (n— 1)/0 sin(t)" 2 cos(t)?dt = (n — 1) (I,_2 — I,,)

Ainsi Vn > 2 nl, = (n— 1)1,
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n

2. On a I, > 0 pour tout n entier puisque t — sin(?)
entier. On a le produit téléscopique

nf Ty > n 2k 1 k—1)2k . (2n)!
Ly, =1 ( — 1 [
? ° kl;ll Lo(k—1) 0 =1 lo kl;ll (2Kk)? *(2mnl)?

e 12k+1) u < 2k ) n (2k)? (2"n!)?
’ e =0 A7) =0 U5 = L g vy = han o

Avec Iy = /2 et I; = 1, on conclut

(2"n!)?
(2n 4+ 1)!

o
Vn € N IQn = (2”71')25 et I2n+1 =

3. La suite (I,,),, est clairement décroissante.

4. En multipliant la relation établie a la premiére question par I,_;, on trouve
Vn = 2 nInIn,1 = (TL — 1)In711n72

ce qui prouve que la suite est constante. Par suite
T

Vn 2 1 TLInIn_l = 1110 = 5
Par décroissance et positivité de (I,),, il vient

nl,1l, = (n 4+ 1)L, 1, X < nl?2 < nl, 1,

n+1

T
Par encadrement I, ~ .
n—+oo 27’L

[Exercice 100| (**)

1
Soit (p,q) € N? et I,,, = / tP(1 — t)? dt.
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I, , et 1,41 1 si ¢ est non nul.

2. En déduire une expression de I, , avec des factorielles.

Corrigé : 1. En intégrant par parties (fonctions '), il vient

1 tp—i—l 1 —¢)¢ 1 1
Ip,qz/tp(l—t)thz[ (-1 } + 1 /tp+1(1—t)q_1 dt
0

p+1 o pt+1J
Autrement dit V(p,q) € N x N* L,= ]%Ipﬂ,ql

2. Par une récurrence immédiate, on obtient
gx(g—1)x...x1

\V/(p,q)ENXN Ip’q:(p+1)X(p+2)X...X(p—i—q)Ierq’O

1

1
avec I = [ tPHidt = ——
prad /0 p+qg+1

Ix...x(p—1)xpxq g 1
Ix.. . xpx(p+Dx...x(p+q) " G+ (p+q+1)

puis L, =

71

est continue positive non nulle. Soit n



1
(p+aq+1)("7)

D’ou V(ip,g) e NxN I,,=

I[Exercice 101| (**)

Soit (€2,P) un espace probabilisé fini et Xj,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi avec P(X; = 1) =p, P(X; = —-1)=1—pet p € |0;1[. Pour k € [1;n], on note

k

i=1

L. Montrer  3Q € A#(R) Vke[l;n—1] (akﬂ) =Q (ak)

br11 by,
2. En déduire une expression de a,, en fonction de n et p.
Corrigé : 1. Soit k € [1; n — 1]. D’aprés la formule des probabilités totales, on a
P(Yipi1=1) =P(Yir1 = 1Y = 1)P(Ye = 1) + P(Ygs1 = 1|Yr = —1)P(Y, = —1)

ce qui se réécrit, par indépendance de Xy 1 et Yy

P(Yi1 = 1) = PXpsr = DP(Yy = 1) + P(Xppy = —1)P(Y), = —1)

et P(Yt = —1) = P(Xps1 = —DP(Yy = 1) + P(Xpp1 = 1)P(Y), = —1)

Dot |Vke[l;n—1] Upu=QU, avec Uk:<Zk> ot Q:( p 1—p>
k

2. On en déduit
VEe[l;n—] ags1 =par+ (1 —p)by =par + (1 —p)(1 —ar) = 2p—Dar +1—1p

La suite (ax)g>1 est arithmético-géomeétrique. Le point fixe « est solution de

1
a=2p-la+1-p < a=g

puis Vke[l;n—1] agr1=02p—Dar+1—p <= a1 —a=2p—1)(ap — a)

Tous calculs effectués, on conclut

(1+(2p-1)")

Ay =

N —

I[Exercice 102 (**)

Soit (€2,IP) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer

E(X) = > B(X > n)

Corrigé : Soit N entier tel que X(Q2) C [0; N] (un tel entier N existe puisque X(2) est une
partie finie de N). On a

SSRP(X = k) = SSRP({X 3 b}~ {X > b +1}) = Sk [B(X > k) — P(X > k + 1)
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Avec un changement d’indice, on obtient

N N N+1 N
Y EPX=k)=>Y kPX=2k)— > (k—1DPX=2k)=>PX>k) —NPX>=N+1)
k=0 - k=1 k=1
N +oo
Autrement dit EX)=>PX>n)= > PX=>=n)
n=1 n=1

SB(X ) = P (U{x k}) > S PX = k)

puis permuter les sommes.

[Exercice 103| (***)

Soit (£2,P) un espace probabilisé fini, U et V des variables aléatoires réelles vérifiant
VkeN  E(UF) =E(VF)

Montrer que U et V ont méme loi.

Corrigé : Par linéarité de ’espérance, on trouve

VQeR[X]  E(Q(V)) =E(Q(V))
Notons A = U(Q) UV(Q) = {a;,i € [1; n]}. Par transfert, on a

n

$-Q(@)B(U = a) = Q(@)B(V = a)

=1

En considérant la famille des polynomes de Lagrange (L;)1<j<, associés & A, on obtient
vielt;n]  PU=aq)=E(L;U)) =EL;(V)) =P(V = q;)

On conclut ’Les variables aléatoires U et V ont méme loi.‘

Remarque : L’étape décisive est de considérer U(Q2) U V(£2). Si on ne procéde pas ainsi, les
choses deviennent rapidement indémélables ...

[Exercice 104| (***)

Soit (€2,P) un espace probabilisé fini et Xj,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi uniforme sur [0; 2N ] avec N entier non nul. On note S,, = > X,.
i=1
1. Calculer m = E(X;).
2. Soit t > 0. Justifier ’égalité
{Sn > 3”_7"} = {etSmm) 5 o
3
3. En déduire YVt >0 P (Sn > %) < ene(t)
N¢ sh (N + 1/2)t)>
t)=——+1 ( —In(2N +1
avec (1) 5 +In sh (1/2) n(2N + 1)
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4. Déterminer un développement limité de ¢ en 0 a l'ordre 1.

5. Conclure qu’il existe r € ]0;1[ tel que

Corrigé : 1. Par linéarité de ’espérance on trouve

1 2 ON@N+1)

_ p=""""TJ_N
2N+1,§) 2(2N + 1)

E(Xy)

2. On a m = N et par croissance stricte de u — e® pour ¢ > 0, on obtient

vt >0 {Sn > ?me} = {Sn —nN > g} = {et(sn_”N) > e 2"

3. Soit t > 0. D’aprés I'inégalité de Markov appliquée & la variable aléatoire positive e!(Sn—"N),

il vient
3 tNn tn
P (Sn > %) =P ("5 > e%) <e™F X E (/5 )
Puis, par indépendance des X;
E (e!Sn—nN) = K (ﬁ et(Xi—N)) _ ﬁ E (/X))
i=1 i

et par transfert

( : o—tN o—tN 1 — o(@N+1)t
E (etXi—N)) — Lol 4 4 ef2N] —
() = oy ettt e = o
Avec une factorisation de type angle moitié, on obtient
E (o!05) e ™ o o (128 « sh (N 4 1/2)¢) L sh (N +1/2))
e Z fd =
2N +1 et/? sh (¢/2) 2N +1 sh (¢/2)
3nm Nt sh (N +1/2)t)
t P<n>—><’w<t> t)=—— 1( —In(2N+1
Vit >0 S 5 e avec (1) 5 B (2) n(2N +1)

sh (N +1/2)t)
sh (t/2)
développement limité a ’ordre 1 donne

<sh ((;E (4;/1262)% = (2N+1)+o(1)

4. La fonction t est paire comme quotient de deux fonctions impaires et son

Par suite

o(t) = —% +In(2N+1)4o0(t)) —In(2N+1) et In((2N+1)+o(t)) =In(2N + 1) + o(t)

Ainsi o(t) 0TS + o(t)

5. D’aprés I’équivalent précédemment obtenu, la fonction ¢ prend des valeurs négatives au voi-
sinage de zéro. On dispose donc de t, > 0 tel que ¢(ty) < 0 et, avec le choix r = e®) on
conclut

3
Irelo;l] | Va1 P(Sn2$><r”
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[Exercice 105 (***)

Soit (€2, P) un espace probabilisé fini et X1, ..., X,, une suite de variables aléatoires indépendantes

de loi A(p) avec p € ]0;1[. On note S, = > Xj.
k=1

1. Montrer P (Sn > %) —— 1 et P (Sn < @> — 0
n—oo
Dans ce qui suit, on note

Vn € N* An:{S >%} et Bn:{Sné%}

2. Montrer Ve >0 (‘Arctan — —‘ 5)
TL—)OO

Corrigé : 1. D’apres la loi faible des grands nombres, il vient

S
(
Soit n entier non nul. On a

Sn p} { 3np} np
opl =2 = > -7 <
{ p‘ Z 9 Sy = U {Sn X }

n—oo

n

n 2 2
o np Sn p
Ainsi ()g]P’(Sn\ >\]P’ — —pl ==
2 n 2
et comme les événements {S > Tp} et {Sn < n2p} forment un systéme complet, on conclut
(S >—p>—>1 et P(Sn<@>—>0
2 n—00 2/ n—oo

2. Soit € > 0. Comme Arctan (r) —— g, on dispose de A > 0 tel que pour z > A

r—+00
’Arctan (x) — g’ <e

On décompose

{‘Arctan(sn) - g > 5} = { Arctan (S,,) — g g, S, > —} {)Arctan (Sn) — g >e,5, <
Pour n assez grand, on a % > A et par conséquent

{Arctan(Sn)—E £,5, >@}:®

2 2
d’ot (‘Arctan — —‘ ) B,)
Et on conclut Ve > 0 P (‘Aretan (Sn) — g‘ > 5) —0
n—oo

I[Exercice 106 (*)
Soit ¢ = (i1 ... 1) un p-cycle de S,. Pour o € S,,, déterminer cocoo™ 1.

np
2

Corrigé : Soit 7 = g o co o', On vérifie que (o (ix)) = o(igs1) pour tout k € [1;p—1] et

(o (ip)) = o(i1). Par ailleurs, on a (i) = i pour tout i ¢ o(suppc). Ainsi

Yo €8S, cocoot=(o(ir) ... o(ip))
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[Exercice 107 (*)

Soit n > 2. Calculer > e(o)

O’GSn

Corrigé : Soit 7 une transposition de S,. L’application ¢ : S,, — S,,0 — 7 o ¢ est une
permutation de S, (c’est une involution). Par conséquent, on a

2 elo)= Y e(roo) = 3 e(r)e(o)
aGSn O'ESn O'ESn
Or, la signature d’une transposition est égale & —1 et par conséquent

2, e(0) == 2 ¢(o)

ogESy oESy

Ainsi Yelo)=0

O’GSn

Variante : Pour A € .#,(R), on a detA = ) £(0) [] air(). Ainsi, notant J la matrice de
0ESH =1
M, (R) constituée de 1, on a

Y e(o) =det]
gES,

La matrice J contient (au moins) deux colonnes identiques et n’est donc pas inversible. On
retrouve alors le résultat précédent.

[Exercice 108| (*)

Soit n > 2 et 0 € S,. On note r le nombre de cycles dans la décomposition de o en cycles a
supports disjoints et p le nombre de points fixes. Déterminer (o) en fonction de n, r et p.

Corrigé : On note o = [] ¢; la décomposition en cycles a supports disjoints. Il vient
i=1
r r > fer)—r
(o) = I =(e) = [T~ = (-
i=1

=1

ou £(c;) désigne la longueur du cycle ¢; pour i € [1; r]. Or, on a

n=p-+ iﬁ(ei)

=1

Ainsi g(o) = (=1)" P

[Exercice 109 (**)

Soient a, x,y, z des complexes. Calculer le déterminant d’ordre n € N*

a x
y z 0 0
0
: 0
y 0O 0 =z
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. . , . T .
Corrigé : Supposons z # 0. Avec Popération L; < L; — => L;, on obtient

Zi=2

—1

,_ (n—1zy
: 0

Y z

—1
An — . 0 =1 a (’I’I, )Iy:| 22 [GZ — (n — 1)33'3/]
z
Y 0 ... 0 =z

Pour étendre le résultat précédent au cas z = 0, on constate qu’il faut considérer n = 1 & part.
Supposons z = 0. Pour n > 2, le déterminant est clairement nul puisqu’il posséde deux colonnes
identiques. Et pour n = 2, on a

a T
y 0

Finalement, la formule obtenue pour z # 0 vaut aussi pour z = 0 et n > 2. On conclut

Ay = = -1y

Ai=a et Yn=22 A,=z"2%[az— (n—1)zy]

Variante : On effectue Cy < C;, — C,, pour k € [2; n — 1] puis on développe sur la premiére
ligne.

I[Exercice 110 (**)

Soit (A, B) € ., (R)? avec n entier non nul. Montrer que si les matrices A et B sont semblables
dans ., (C) alors elles le sont dans ., (R).

Corrigé : Soit P € GL,(C) tel que AP = PB. On note P; = ReP et P, = Im P. On a
AP, = PiB et APy = PyB d'ou Ap(t) = ¢(t)B avec ¢(t) = Py + tPy pour tout ¢t € C.
D’aprés la formule du déterminant, on a ¢t — det ¢(t) polynomiale et detp(i) # 0 puisque
¢(i) = P € GL,(C). Par conséquent, il existe ty réel tel que det ¢(ty) # 0 et par conséquent

Ap(to) = p(to)B  avec ¢(to) € GLa(R)

Ainsi Les matrices A et B sont semblables dans .#,,(R).

[Exercice 111| (***)

Soit (€2,P) un espace probabilisé fini et Xj,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi. On définit

1 o 1
Vwe  V(Xy,..., X)) = Xl@ Xalw)
XiH(w) X (w)

Déterminer E(V(Xy,...,X,)).

Corrigé : On a (X, Xo,X3...,X,,) ~(Xy, Xy, X3, ..., X,). En effet, pour (z1,...,2,) € [1; n]",
il vient par indépendance

P((Xl,XQ,Xg, N 7Xn) = (xl,xg, . ,xn)) = H P(XZ = l’l)



puis par égalité en loi

et & nouveau par indépendance

P(X; = 21)P(X1 = 22) [T P(X; = 25) = P((Xa, X1, Xs,- ., Xn) = (21,23, . . )

=3

d’ou I'égalité en loi annoncée. Il s’ensuit
E(V,.(Xy,Xo,X3,...,X,)) = E(V,(Xg, Xy, X3, ..., X,))
Or, d’aprés les propriétés du déterminant, on a
Yw € Vo (Xo, X1, X3, .., X)) (w) = =V, (X, X, X3, ..., X)) (w)
Par linéarité de 'espérance, il en résulte que

E(V,(X1,...,X,) =0

Variante : Par transfert, on trouve

E(Va(Xi,..., X)) = — $ V(zy,. .. 2n)

T yenny zn)E([L1;n]™)™
1

_ % > V(o)) = = Va(l,.m) 35 2(0) =0

oES, 0€Sy,

Mais cette approche requiert 'utilisation de la signature.

[Exercice 112 (**)

Nature de la série de terme général sin (m/ nt + 1).

Corrigé : Pour n entier non nul, il vient

1
sin <7T\/TL4 + 1) = sin <7Tn2 1+ —4)
n
On a le développement usuel Vitu =1+ g + o(u)
u—>
7 N1y : . 2 1 1
d’otl sm<7r\/n4+1) = sin|{m*(1l+-—+o0|—
n—-+00 2n4 n4
= i Toro(2)) = (c1)tsin (X <;>>
= sin <7m + o +o0 <n2>) = (—1)" sin (n2 +o -
: T
et par conséquent ‘sm (71'\/77,4 + 1) ~ =
n—+oo M,
Ainsi La série ) sin <7r\/ n* + 1) converge absolument.
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[Exercice 113| (**)

(="

Vérifier la convergence puis calculer la somme de la série 22——1-1
n

Corrigé : La série vérifie le critére des séries alternées puisque la suite ( ) décroit et
n

2n+1

1
tend vers zéro. Avec 1'égalité / 2k dt = pour k entier, on a pour n entier par linéarité
0

2k+1
de l'intégrale

S, = znjé_l)k = znj(—l)k/olt% dt

n 1— (_t2>n+1 T t2 n+1
= —tgkdt:/—dt:——l— —1”/ dt
MZ:O( ) o 1+ i o 1+12
1t2(n+1) 1 1
Puis VneN 0< / dt < / 20D gt =
0 1'+t2 0 2n + 3
Ainsi L "Z(_l)n t ¢ =
insi a série » ——— converge et sa somme vaut —.
Zopr1 e vty
I[Exercice 114| (**)
Etudier la nature de la suite de terme général u, = <ﬁ> \/—'ﬁ
e n!

. . .1, Un+1
Indication : considérer In ( L )
Un,

Corrigé : Soit n entier. On pose v, = In ( n+1>. On a

on =1n [e (nL)W] =1- <n+%>ln<1+%>

Avec le développement In(1 4+ u) = u — % + O(u?), il vient

1 1 1 1 1 1 1 1
vz - (rg) Gogmroln) st s o) =0 ()

Par comparaison et critére de Riemann, on conclut

’La série » v, converge absolument. ‘

La série téléscopique ) v, = ) [Inu,11 —Inwu,] converge et par conséquent la suite (Inwu,),
n>1 n=1
admet une limite finie. Passant a ’exponentielle, on obtient

u, —— C avec C>0

n—oo

Remarque : On a donc établi

n! ~ K\/ﬁ<ﬁ> avec K >0
e

n—+oo

Il s’agit de I’équivalent de de Moivre avec une constante K non explicite, contribution que ’on
doit a Stirling.
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I[Exercice 115/ (Constante v d’Euler **)

On pose Vn € N* U, =y — —1Inn
Montrer que la suite (u,),>1 converge.
Corrigé : On pose v, = u, — u,_1 pour n > 2. On a

1 1 1 1 1 1 1
Un:——lnn—l—ln(n—l):—+1n<1——>=———+O<—>:O<—>
n n n n o n n? n?

On en déduit la convergence de la série > v, d’aprés le critére de Riemann et comme c’est une
n>2
série téléscopique, sa convergence équivaut a celle de la suite (uy),>; d’ou

n

1
JyelR ——lnn ——> v
EPYri

I[Exercice 116| (*)

Soit o : N* — N* bijective. Etudier la nature des séries de terme général :

1 1
- 9
o(n) + n? o(n)?+n
. 1 1
Corrigé : 1. On a Vn € N* 0 —— < —

o(n) +n? = n?

1 1
d’ot — < — <
ou ngﬁ o(n) + n? ngl* n? oo

1
La famille (—) est sommable.
o(n) +n?

neN*
1 1
2.0n a Vn € N* 0< <
ocn)?+n = o(n)?

Or, on dispose de I'équivalence
()
a(n)?
+00

Et comme on a ) — < +00, on conclut
n=1

€ ((NY) = (%) € ((NY)

neN* neN*

La famille ( est sommable.

U(”)Q + n>n€N*

I[Exercice 117 (**)

. 1
Soit « réel. Etudier la somme > &~ ———.
(mmyevz (M +n)e

Corrigé : Pour p > 2, on pose
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I, ={(n,m) e N |m+n=p}={(k,p—k),ke[1l;p—1]}

La famille (I,),> est un recouvrement disjoint de N*. D’aprés le théoréme de sommation par
paquets pour une famille & termes positifs, il vient

—— =+f( P— a):i(fi)zfp‘l

(m,n)EN*2 (m + n)oz p=2 \ (m,n)€l, (m + TL) k=1DP" p=2 p*

p—1 1

~Y

Or, on a
-1
p*  p—rtoo p@

D’aprés le critére des équivalents, licite pour des familles positives, et le critére de Riemann, on
conclut

est sommable si et seulement si o > 2.

La famille (—a)
(m + TL) (m,n)€(N*)2

I[Exercice 118 (**)

1
Soit z € C tel que |z| < 1. Justifier 'existence de ) ——— puis montrer
n?—z

neN*
1 too +oo 1
Y5 = STC(2k +2)2%F  avec ((s) = =
neN=T" — 2 k=0 n=1"7
1
Corrigé : Soit z € C avec |z| < 1. La sommabilité de <ﬁ> équivaut a la convergence
n= — 2%/ pen+
1
absolue de ) ,——— et on a
Lii
1 1 1
¥n € N* < _0 (_>
’712 _ 22’ n2 — ’2‘2 n2

d’otu la convergence absolue par comparaison et critére de Riemann. Puis, il vient
+00 1 +oo ] 1 too 1t <Z>2k

Y=Y =

2 2 2 2 )
n=1M" — 2 n=1M"1 — (%) n=1M" k=0

Vérifions la sommabilité de la famille concernée afin de pouvoir appliquer le théoréme de Fubini.
z
La série géométrique < ‘) converge avec
k>0
_io ( ‘Z’ > 2k B 1
k=0 \ T 1— (M)Q

1 1 1
puis la série > 5 =
n>1M" ] _ (H) n>1n? — |z

2
: |

converge d’aprés les résultats antérieurs. Ainsi, d’apreés le théoréme de Fubini, on a

+00 1 +00 +00 z 2k 2k 1
nzlnz — 2 Z Z 2(k+1) Zz 1n2(k+1)
On conclut
. 1 1 0 ok
La famille | ——— est sommable avec > ——— = > ((2(k+1))z
n= — 2%/ nenr neN~ k=0
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[Exercice 119 (*)
Soit E = R[X]. On pose

V(P,Q) € E? (P,Q) = /OWP(COS 0)Q(cos 0)dd

Justifier qu’il s’agit d’un produit scalaire.

Corrigé : Pour (P, Q) € E, l'intégrale définissant (P, Q) existe comme intégrale d’une fonction
continue sur un segment, l'intégrande 6 — P(cos #)Q(cos 6) étant continue sur [0;7]. La forme
est clairement symétrique, linéaire en la premiére variable par linéarité du produit a gauche et
linéarité de I'intégrale. Pour P € E, on a

(P,P) = / P?(cosf) df > 0
0

par positivité de I'intégrale. Enfin, si (P, P) = 0, 'intégrande 6 — P?(cos §) étant continue positif
sur [0; 7], il vient

Vo € [0;] P?(cosf) =0
d’ou Vo e [0;m] P(cosf) =0
Or, la fonction 6 — cos 6 réalise une surjection de [0;7] sur [—1;1] d’on
Vie[—1;1] P(t)=0

Ainsi, le polynéme P admet une infinité de racines ce qui prouve qu’il s’agit du polynome nul.

On conclut | L’application (P, Q) € E? — (P, Q) est un produit scalaire sur E.

I[Exercice 120 (**)

Montrer Vn € N* i () VE < ([2n Zn: (Wk
k=0 V'  i=0

Corrigé : On munit R""! de sa structure euclidienne canonique. On choisit

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

= EEVE< el = (£ 06) (S 0)

k=0 k=0 k=0

Enfin, le cas d’égalité n’est pas réalisé car les vecteurs ne sont pas colinéaires et on conclut

Vn € N Zij(’,;)\/ﬁ<,/2”§i:(2)k

n
. 3 n
Remarques : 1. On sait calculer kE—o(k)k
2. On peut aussi considérer R"*! muni du produit scalaire

n

Y(z,y) e R™)?  (z,y) = > () zets

k=0
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[Exercice 121| (**)

Soit E euclidien et F, G des sev de E.
1. Déterminer (F + G)*.
2. En déduire (FNG)*.

Corrigé : 1. OnaFCF+Get GCF+G don (F+G)t C Ftet (F+ G)* C G Ainsi, on
a (F + G)t c F+ N G*. Réciproquement, soit v € F- NGt et (u,v) € F x G. On a

(,u+ ) = (&, 0) + {2, ) = 0
d’ott l'inclusion FX NG+ C (F + G)* et par conséquent

FtNGt=F+G)*

2. En appliquant le résultat antérieur & F+ et G+, il vient

FNG=(F-+GH)*

Passant & l'orthogonal, on obtient |(FNG)t =F*+ + G+t

I[Exercice 122 (**)

1
Justifier I'existence puis calculer Inf / (14 at + bt2)* dt.
(a,b)€R2 0

1
Corrigé : Notons A= {/ (1 + at + bt?)*dt, (a,b) € RQ}
0
C’est une partie non vide de R et minorée donc elle admet une borne inférieure finie. On pose

1
E = R[X] muni du produit scalaire (P,Q) = / P(t)Q(t) dt pour (P,Q) € E? et on note
0

F = Vect (X, X?). En utilisant notamment la croissance et continuité de u — u? sur R,

2
Inf A= Inf [|1+aX+0X?|?= ( Inf ||1 —(—aX — bX2)||> d(1,F)?
(a,b)ER? (a,b)eR?
Comme le sev F est de dimension finie, on a par caractérisation métrique du projeté orthogonal
d(1,F) = [[1 = pe(1)]

Par caractérisation géométrique du projeté orthogonal, il vient pour P € E

PeF P = oX + X2

P=pr(l) — . = Ja,p) R | 1-P,X)=0
1-PeF

(1—P,X2) =0

83



1— pp(l)

pr(1) F

FIGURE 6 — Distance a un sev de dimension finie

Alinsi, les scalaires «, 8 sont solutions de

a [ 1
X, X X2 X)8 = (1,X 3T 1735 10
< s >OK+< ) >ﬁ < > 3 4 2 (04,5)-(4,——)
(X, X%)a + (X2, X?)3 = (1,X?) a [ 1 3
—_ _|_ - =
4 5 3
, ! 10 ,
Enfin 1= pe(DI? = (1= pe(0), 1) = [ (1-at+22) ar
0
! 1
On conclut Inf / (1+at+bt?)2dt = =
(a,b)E]R2 0 9

[Exercice 123| (*)
Soit E préhilbertien réel et a vecteur normé de E. On pose
Ve e E fl)=2—(z,a)a
1. Justifier que f € Z(E) puis décrire f.

2. On suppose E euclidien muni de 4 une base orthonormée. On note A = matga. Déter-
miner mat gz f.

Corrigé : 1. I’application f est clairement & valeurs dans E, linéaire par bilinéarité du produit
scalaire et du produit externe. Ainsi

feZE)

La famille (a) est une base orthonormée de Vect (a). application z € E — (x,a)a est le
projecteur sur Vect (a) parallelement & Vect (a)* et par conséquent

L’application f = id —pvect (a) €st le projecteur sur Vect (a)* parallélement a Vect (a).

Vocabulaire : Les projecteurs pyect (o) €t id —pvect (o) sont associés. Ils sont dits projecteurs
orthogonauz puisque leurs images et noyaux sont orthogonaux.

2. Soit x € E et X = matgx. Par symétrie du produit scalaire, interprétation du produit externe

comme produit par une matrice scalaire puis associativité du produit matriciel, il vient en notant
B =matgf
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fl@)=2—-2(a,z)a < BX=X-2(ATX)A
=X-2A(ATX) =X-2(AAT)X = (I, —2AAT) X

Ainsi matyf =1, — 2AAT
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