ISM MP, Mathématiques
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Feuille d’exercices n°03

Exercice 1 (**%*)

+00
Soit f € €°(R,,R) et a réel. On suppose que / f(t)e= dt convergente. Montrer que pour
0

+00

tout x > a, 'intégrale f(t)e " dt converge.
0
Yy

Corrigé : Par continuité de f,ona F :y — / f(t)e= dt de classe ¢! sur R,. Pour z > a, on

+00
note 6 =z —a>0.OnaF(y) —— f(®e dt dou F(y) = O(1) et par conséquent
Yy—+00 0 Y—>+00
1
—y 5t _ —5ty .
Fly)e™ —72 0 ot F(tJe™ = 0(™) = o (p)

+00o
donc le crochet [F(t)e_‘”]goo est fini et / F(t)e ~° dt converge. Ainsi, d’aprés le théoréme
0

d’intégration par parties, on conclut

+00

Pour x > a, l'intégrale f(®)e " dt converge.
0

Exercice 2 (***%*)
Soit f € €°([0;+00[,R) intégrable.

1. On suppose f uniformément continue. Montrer f(x) —— 0.
T—>+00

z+1
2. On suppose désormais f de classe € et x / f'(t)?dt bornée. Montrer f(z) — 0.

r—r+00

Corrigé : 1. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que
Vizy) eRT  Jz—yl<n = |[fl&)-fy)l<e
Soit z > 0. On a Vte[z;x+n] 1f(t)— f(x)| <e

Alinsi, par inégalité triangulaire

-1 [l =1 /x“ﬂf(x)_f(t))dt‘g; [ - sl ar <

don 1@l < | -1 [T rwal+ | [T a) << / I dt'
o [Tawar= [T [wa—— [Trou- [T

Ainsi, il existe un seuil A > 0 tel que, pour x > A, on ait |f(z)| < 2¢, autrement dit

flx) —— 0

T—+00




2. Soit y > x. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

/:f’(t) dt‘ < \//:f/(t)th\//: dt

r+1
/ 1(t)? dt‘ <M avec M>=0

[f(y) = f(2)| =

On a Vr e R

Puis, notant p = |y — ], on a

Y p—1 prtk+l y
/ flt)?dt =3 f(t)? dt + / F@?dt < (p+ )M < M(y —z + 1)
x T+p

k=0J z+k
Alnsi [f (W) = F@)l < VMy/(y — 2 + 1)y — @)
Notant w(e) = /(e + 1), on a w(e) = o(1) et I'uniforme continuité en découle. Par application
E—

du résultat précédent, on conclut

f®) ——0

Tr—+00

Exercice 3 (***)

On note = /2 In(sin(t)) dt et J= /2 In(cos(t)) dt
0

0
1. Justifier la convergence de I et J et établir ’égalité I = J.

2. En déduire la valeur de I et J.
Corrigé : 1. Notons f(t) = In(sin(t)) pour ¢t € } O;g] Ona f e %’ (] O;g} ,R). Avec le

développement usuel sin(t) = ¢ + o(t), il vient

Insin(t) = () + In(1 + o(1)) = o )

. . . . . s
Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable sur } 0; 5 } Avec le chan-

T
gement de variables ¢ = 5 les intégrales

/og In(sin(t)) dt et /og In (sin (g — u)) du

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. Ainsi

2 2
Les intégrales / In(sin(t)) dt et / In(cos(t)) dt sont convergentes et égales.
0 0

2. Par linéarité de l'intégrale car convergence, on a

™

I+J= /0g [In(sin(t)) + In(cos(t))] dt = /2 In(sin(t) cos(t)) dt = /’2‘ In (Sin;%)) dt

0 0

Toujours par linéarité I+J+ /2 In(2) dt = /2 In(sin(2t)) dt
0 0

Avec le changement de variables u = 2t, les intégrales



/02 In(sin(2t)) dt et %/Oﬂ In(sin(u)) du

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. Ainsi

2@+J+gmﬂm)_/wm@mwyn

D’aprés la relation de Chasles, il vient

s

2Q+J+gm@»—1:ﬁ¢mmw»a

Un dernier changement de variable ¢ = u + g fournit I'égalité

[; In(sin(t)) dt = /072r In (sin (g + u)) du=1J

Ainsi 20+J+gm@D—I:JetI:J

m1n(2)

On conclut I=J=-— 5

Exercice 4 (***)

Déterminer la nature des intégrales

/OWST/? dt et /Om In (1 + SH\}?) dt

1
Corrigé : Les fonctions ¢ — — et t — 1 — cos(t) sont de classe € sur |0;+00[. On a

Vit

puis commenter.

1 —cos(t) tVt 0 et 1 — cos(t) .
\/f =0 2 =0 © \/f oo
+00 L3 t 1 +00 1 _ t
Par intégration par parties, les intégrales / il dt et —— / &() dt sont de méme
RYAZ 2 Jo tVt

nature. On a

1 — cos(t) Vi
— ~ — —0
tVt =0 2 10

11— cos(t)

0 tVt

L’intégrale est donc convergente car faussement impropre. Puis

1 —cos(t) 0 (L)
t/t t—s+00 3/2

1 — cos(t
Par critére de Riemann, l'intégrale / —()

1 t/t

et par conséquent

dt converge (absolument) et on en déduit la

/ 201 — cos(t)
convergence de _—
0 t\/%

+00 L3 t
L’intégrale / sin(t) dt converge.

o Vi




2

Avec le développement limité usuel In(1 4 ) =, u- % + o(u?), il vient
u—

In (1 N sin(t)> sin(t) L) avee (1) = sin(t)? +O <Sin(t)2>

ﬂ t—>+oo \/_ 2t t
sin(t)?
Déterminons la nature de / & d¢. Soit n entier. On a
0
nm _; (k+1)w
/ sin(t ) Z sin(t dt Z/ sin(u
0 t k=0 ko u+ k‘ﬂ

n o]
> (/ sin(u)? du> H, avec H,=> -
0 =1k

4 L . . .
Or, la série & termes positifs dite harmonique »_ — diverge d’aprés le critére de Riemann et par
n}ln

n—oo

sm(t)

sin(t)?
conséquent H, —— +00. On en déduit par comparaison que / ®) dt +o0 d’ou la
0 n—oo

divergence de / dt. On a

0

) ~ _sin(t)2<0

t—+oo 2t

ce qui garantit que f est de signe constant négatif pour ¢ assez grand et rend licite 'usage du cri-
+0oo

+00 in(t
tére des équivalents. On en déduit la divergence de f(t)dt. Silintégrale / In (1 + s1r\1/(¥ >> dt
0 0

convergeait, on aurait par linéarité de I'intégrale que

/O+OO {ln <1 - Sif\;(;)) - Siil/(;)] dt = O+Oof(t) dt est convergente

ce qui est faux. On en déduit

oo sin(t)
L’intégrale / In <1 + —) dt diverge.
0 \/%

5111/(_15)> o~ siil/(_t)

et pourtant les intégrales de ces fonctions ne sont pas de méme nature. Il n’y a pas de contra-
diction. Le critére des équivalents donne une méme nature pour des intégrales de fonctions
équivalentes positives ou plus généralement de signe constant (en considérant leurs opposées
pour se ramener au cas positif). Dans le cas présent, les fonctions ne sont pas de signe constant
ce qui explique le phénoméne observé.

On a In <1+

Exercice 5 (****)

Soit f € (R, R) telle que f? intégrable sur R,. On pose g(x / f(t) dt pour = > 0.

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.

2. Montrer que g2 est intégrable sur R, et que

+00o

/ +OOg?(t) dt <4 F2(t) dt
0

0



T

Corrigé : 1. Notons F(z) = / f(t) dt pour x > 0. D’aprés le théoréme fondamental d’analyse,
0
onaF € ¢ (R,,R) avec F' = f. Par suite

_ F(JJ) — F(O) / _
V>0 gla) = 2~ F(0) = f(0)
Ainsi ’La fonction g se prolonge par continuité en O.‘

2. On procéde par intégration par parties. On a

/Ig(t)th = {—%@T +/x [%(t)/otf(u) du} dt

en particulier %SE)Q =x <¥> m 0
a F 2 a a
d’otr Va > 0 /0 g(z)? dz = —% + 2/0 g(z)f(x)dx < 2/0 g(x)f(x)dz

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

Va >0 (/Oag(xy dx>2 <4 </Oag(x)f(x) dx)2 < 4/0ag(x)2 da:/oaf(x)z da

En supposant f non identiquement nulle et par conséquent g non plus, on obtient

Ya >0 / g(t)*dt < 4/ f(x)? dzx
0 0

On conclut

+00

+00
La fonction g est intégrable sur R, et on a / g(t)*dt < 4 f(t)? dt.
0 0

Exercice 6 (***)

Soit f € €1([0;+00][,]0;+00]) telle que

!
f<x)—>a avec a <0

f(x) T—+00

Montrer que f et f’ sont intégrables sur [0;+00 |.

r@
f(x) Tr—r+00

Quitte a multiplier par —1, on peut se ramener au cas d’une constante positive. L’intégrale

Corrigé : On a

+0o0
/ a dt diverge clairement et par intégration des relations de comparaison, il vient
0

[0 - [o-u

S fl@)\ _
c’est-a-dire In <m> = ax + o(x)
d’ou In(z2f(x)) = 2In(z) + ax + o(z) — In(f(0)) = ax + o(x) —— -0

r—r+00



1
autrement dit flx) = 0(—)

2—+00 x2

et f) ~ af@) = o)

T—+00 T—r+00 ;1:‘2

On conclut Les fonctions f et f’ sont intégrables sur [0;+00 .

Exercice 7 (***%*)

sin(t
Pour « réel, on pose Vt>1 falt) = tcg )
+00
Discuter en fonction de « de la convergence et de la convergence absolue de falt) dt.
1
. . : : sin(t) 1
Corrigé : La fonction f, est continue par morceaux sur [1;+0c0[. Pour « > 1, 0on a o | S

d’ou I'intégrabilité de f, sur [1;+00[. Pour a € ]0; 1], on procéde en intégrant par parties. Les

fonctions ¢ — s et ¢ — — cos(t) sont de classe €' sur [1;+00] et

cos(t cos(t
_oos(t) — —cos(1) _ costd) 0
te t—1 te t—+00
Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales
Tgin(t > cos(t
/ og ) dt et / Tl() dt
1 t 1 t
sont de méme nature. Or, la seconde converge absolument puisque 1 4+ o > 1 et la convergence
+0o0
de fa(t) dt s’ensuit. Par ailleurs, on a

|sin(t)] - sin(t)? _ 1 —cos(2t)

Vt>1
- te 7 o 2t

dt converge par un argument similaire a précédemment avec une inté-

01 — cos(2t)
1 2t
Par comparaison, on conclut que la fonction f, n’est pas intégrable sur [ 1;+00 [. Supposons enfin
a < 0. En observant t~* > 1 pour ¢ > 1, on obtient

2717r—i—377T 2n7r—‘,—377r dt T
Vn € N / t~%sin(t) dt > / 17— = ——
2nm+7 2nm+ 7 \/é 2\/§

+00 22(:
L’intégrale / cost((l )
1

gration par parties et un raisonnement par ’absurde garantit que dt diverge.

+0o0
Si / fa(t) dt était convergente, on aurait
1

277«71'-‘!-% 2n7r+:%" anm+ 7
/ n@wz/ nmw—/ falt)df —— 0
2 1 1

n7r+% n—00

ce qui contredit la minoration précédente. Ainsi

+00
L’intégrale fa(t)dt converge absolument pour a > 1, converge

1
mais pas absolument pour a € ]0; 1] et diverge pour a < 0.




