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Devoir en temps libre n°1

Problème I

On pose ∀n ∈ N∗ In =

∫ 2π

0

dt

cos(nt) +
√
2

Montrer que la suite (In)n⩾1 est constante.

Problème II

On pose ∀n ∈ N Sn =
2n∑

k=n+1

1

k
et In =

∫ 1

0

tn − t2n

1− t
dt

1. Justi�er que l'intégrale dé�nissant In pour n entier est bien convergente.

2. Montrer ∀n ∈ N∗ Sn = In

3. En déduire que la suite (In)n converge et préciser sa limite.

Problème III

On note I =

∫ +∞

0

[Arctan (t+ 1)− Arctan (t)] dt

1. Montrer la convergence de l'intégrale dé�nissant I.

2. Déterminer une primitive de Arctan .

3. Calculer la valeur de I.

Problème IV

On pose ∀n ∈ N In =

∫ π

0

sin
(
(n+ 1

2
)t
)

sin
(
t
2

) dt, Jn =

∫ (n+ 1
2)π

0

sin(t)

t
dt

1. Montrer la convergence de

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt

2. Justi�er que In et Jn sont bien dé�nies pour tout n entier.

3. Pour n entier, calculer In+1 − In puis en déduire la valeur de In pour tout n entier.

4. Soit f ∈ C 1([ 0 ; π ] ,R). Montrer que

lim
n→+∞

∫ π

0

f(t) sin
(
(n+ 1

2
)t
)
dt = 0

5. On pose f(t) =
1

sin
(
t
2

) − 2

t
pour t ∈ ] 0 ; π ] et f(0) = 0. Montrer que f ∈ C 1([ 0 ; π ] ,R).

6. En déduire la valeur de

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt.
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