ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°09

Exercice 1 (****)
n
Soit (a,), une suite réelle non nulle. On pose S, = > a? pour n entier. On suppose

k=1
anS, —— 1
n—oo
1
Montrer a

no N =
n—+00 v/ 3n,
Corrigé : La suite (S,), est croissante positive donc admet une limite ¢ € ]0;+00 | U {+00}.

Supposons que cette limite soit finie. On aurait alors a, —— — d’ou la divergence grossiére de
n—oo

la série > a2 ce qui contredit ’hypothése sur (S,,),. On en déduit que S,, — +c0 et a,, — 0.

n—oo n—oo
Pour n entier non nul, on a

S3—S2  =(S, =S, 1)(S2+S,S,1+S2 ;) =a%(S%2+S,S,1 +S2 )

On remarque UnSn_1 = a,(S, — a2) = a,S, + a3 —— 1
n—oo
Il s’ensuit 3-8, ——3
n—o0

et d’aprés le lemme de Césaro

1 ; 3
- 3_q3 ]_"°n
nk; [Si—Si_4] o —3
1
On conclut an ~ =
n—+00 3n

Remarque : Comment peut-on avoir I'idée de considérer S3 — S3 | pour n entier non nul?

Comme a,S, —— 1, chercher un équivalent de a, pour n — +oo équivaut a chercher un
n—oo

équivalent de S,, pour n — +o0o. On va donc chercher a isoler a,, ou S,, mais d’aprés la définition
de S, il semble plus réaliste d’envisager d’isoler S,,. On remarque

282 = (Sp — S 1)S2 =2 -5, 12— 1

n—o0

Cette derniére expression est « proche » d’une forme téléscopique ce qui améne naturellement
5 I 3 3 : 5 3 N P

a considérer S; — S, _; qui permet d’isoler S; apreés télescopage et permet aussi d’espérer un
comportement adapté au lemme de Césaro et c’est exactement ce qui a lieu.

Exercice 2 (***)
Soit f € €1 ([0;+00][,]0;+00]) telle que
f'(z)
f(x) T—+00

Montrer que la série Y f(n) converge et donner un équivalent du reste d’ordre n lorsque n — +oc.

-0



f'x)

Corrigé : 1l existe a > 0 tel que < —1 pour z > a. Ainsi, pour x > a, on a

oh
i @Y
= () < =)
o vnsa  0<f(n) < fa)e = O

et par comparaison a une série géométrique convergente, on conclut

La série Y f(n) converge.

!/
Soit ¢ > 0. Il existe A > 0 tel que ‘;éx; < —cpour z > A. Ainsi, avec N = [A], il vient
x
n+k+1 g/
V=N VE>0 / f(t)dt—ln<w><_ck
w1 () fn+1)

ce qui équivaut a Vn >N fin+k+1)< f(n+1)e

+oo —-¢
Par suite Vo > N R, = Zf(n+k+1) f(n—i—l)Ze_d":f(nle)l —

k=1 -

Comme e ~¢ —— 0, il s’ensuit
c—+00

Ve >0 INeN VneN n>2N = 0<R,;1<ef(n+1)

ce qui signifie Rot1 =o(f(n+1)
Or, on a VvneN R,=f(n+1)+Ruu
On conclut R, ~ f(n)

n—+o0o

Exercice 3 (***%*)

Nature de la série > M
n>1 \/ﬁ

Corrigé : L’idée est de considérer des suites extraites de sorte que les valeurs de sin+/n soient

1
concentrées au dessus de —. On pose

V2

Vn e N oy, = L<2nﬁ+%>2J et [, = M%W—F%)QJ

Ainsi, pour n entier, on a en particulier

3
\/an+1>2n7r+% et \/Bn<2n7r+z7T

3m\? 2
et Bn—an>(2mr+zﬂ) —1—<2n7r+%) > 2nm? + o(n)

Par suite, on obtient pour n entier

bn sin(vk) S L 1 61 1 2n7?+o(n) s

h—amt1 Vk \/§k an+1\/m \/_2n7r—|—o( ) nooo /2

2




. :
Notant S, E sin(V) , si la série sin(yn) convergeait, on aurait S,, —— S avec S réel et
=V 1 V/n oo

par conséquent

Bn i k

5 sin(vk) =S, — Sa, . 0
k=om+1 \/E n—00

ce qui n’a pas lieu. On conclut

diverge.

La série > sin(vin)
=1 /N

Remarque : La fonction \/ croit lentement. Ainsi, on peut trouver suffisamment de points

T T
répartis entre 2nm+ 1 et 2nm+ E c’est-a-dire suffisamment de points dont le sinus est « grand »

pour que leur somme contredise la convergence.

Exercice 4 (***)

(L
Déterminer la nature de la série ) ~————.
n=1 \/ﬁ
, n (—1)LVE] ' .
Corrigé : Posons S, = > T pour n entier. Pour p entier non nul, on pose U, = S,2_
k=1
On a
(p+1)2—1(_1) | VE| (p+1)2—1(_1)p (p+1)°-1 q
Vp € N* U1 —Up= > ——F——= > = (—1)?

k=p? \/E k=p2 \/E k=p2 k
Par monotonie, on trouve
(p+1)*-1 1 (p+1)?-1 1 2p + 1

Vp € N* —_— > = 5
k:sz Vk =2 /(p+ 12 p+1 poreo

Ainsi, la série téléscopique Y [U,y1 — Uy diverge grossiérement d’ou la divergence de la suite
p=1

(Up)p=1 c’est-a-dire de la suite (S,2_1),>1 extraite de la suite des sommes partielles. On conclut

NG
La série ,;1%

diverge.




roe 8 ? 3 3
1.0p--4 » o ...

A I A .1 £

K SR ': $e o0 e

RSt S S S I S

P e ) *
S E ISR SL S S S S S R &

| [ 1 L] °

o! ! ® 1 ¢ ® 14 ° + ° . E

e e . ® e« @ * * e

PO S ¢ . ® o 5.

I s 1 ® ® ° ® . *
0.011 v \ .. .

[ . ) . ° [ °

T e L e 4 ° ‘ P *

Lot g ° 4 2 :

)

Tty tg e v s 1&
—0.5H ol e to pER N o _—

! “I | LX) o0 5, * 4

{0 ,1‘ |' - t; o9

LIS é ° ¢ . ?
-1.0 L I i

0 50 100 150 200

FIGURE 1 — Tracé de la suite (Sy), -,

Remarque : Soit p entier non nul. On a

(p+1)2-1 1
v, = |Upy1 — Uy| = —
D ’ p+1 p‘ k:ZpQ \/E

Par comparaison série/intégrale, on trouve

(P+1)* ¢ (p+1)?=1 g4
— <, < _
Lowsvsl, v

d’ou 2<vp<2<\/p2—|—2p—\/p2—1):2p<\/l+%—\/1—1%)

2
Avec le développement usuel 1 +u =1+ g — % + O(u?), on obtient

3 5p) 0 (5) =50 ()

g 1———1 e — —(1-=)+0(=)=-+0(=

\/jL \/ p? poroo +p 2p? 2p? " p? p+ p?
. 1
Et par conséquent v, = 2—1—0(—2)
p—+00 P

=
&

|

)
M=
—
L
N—

=
+
M=
@)
A~
ml =
~_

Il s’ensuit é [U ptl — } = i(_l)

p=1 p=1 p=1

Ceci prouve que la suite (Up),>1 est bornée. Enfin, les ensembles ([p®; (p +1)* — 1]),., forment
une partition de N*. Pour n entier non nul, il existe un unique p entier non nul tel que n €
[p?; (p+1)2 —1]. Ainsi

Sp=U ()Z\/—

Cette écriture prouve la monotonie de S, pour n € [p?; (p + 1) — 1] et donc S, prend des
valeurs entre U, et U,;;. On en déduit que la suite des sommes partielles (S,,),>1 est bornée.



Exercice 5 (***%*)

Soit S a, une série & termes positifs convergente. Etablir

ZW eZan

Corrigé : On rappelle 'inégalité arithmético-géométrique

n 1 n
Vn € N* V(.ﬁlﬁk)lgkgn € Rz 1/ H " Zil?k
k=1 k=1

qui s’obtient, par exemple, avec I'inégalité de Jensen appliquée a la fonction concave In. On pose

" 1\"
Vn € N* bnzmzn<1+_>

nn—l

n
n

On a [[or=(mn+1)"
k=1

et & nouveau par concavité de In Vn € N* b, < ne

En appliquant l'inégalité arithmético-géométrique a (axby), <h<n» O Obtient

n n J L
Vn € N* (n+1)(/Hak:§/Hakbk<—Zakbk
k=1 k=1

Ng=1

D’ou pour N entier non nul

n N n o quby arby = S
. u — = apb
2:: kl;ll £ nz::u;m(n +1) 1<k§@<N“(" +1) k; . Z:: n(n+1)
N 1 N 1 1 1 1 1
0 = [‘ - } Tk NIk
n remarque Eknm 1) nz::k n n4+1 k- N+1 "k
N n N apb N
d’oi S T an< X2 < Yea
n=1\ k=1 =1 Kk k=1

Faisant tendre N — +00, on conclut

Z ajay . <e Zan

Remarque : 1l s’agit de I'inégalité de Carleman.

Exercice 6 (***)

Upt1 = Arctan (u,)

Soit (uy), la suite réelle définie par {
Ug > 0

Montrer que u, m 0 puis déterminer la nature de la série ) u,,.
Corrigé : On a u, > 0 pour tout n entier par récurrence immédiate. La fonction Arctan
est croissante et une étude de fonction permet d’établir Arctan (z) < z pour z > 0 d’ou la
décroissance de la suite (u,),. D’aprés le théoréme de limite monotone, il s’ensuit que la suite
(un)n converge vers une limite ¢ > 0. La fonction Arctan étant continue sur [0;+o0 [, la limite
¢ est point fixe de Arctan et une étude permet d’établir pour x > 0



Arctan (z) =2 <= =0

D’ou Uy, — 0

n—oo

Déterminons « réel tel que (u,; — ug) admette une limite finie non nulle. Soit n entier. Avec
3

le développement usuel Arctan (u) = u — % + o(u?), il vient

n

— (o) ]

2

= u (1 — a;” +o(u?) — 1) = o2 (—% + 0(1))

3 a
ul,, —ul = (Arctan (u,))” —uf = (un - gn + 0(u3)) —u®

1 1 2
On choisit o« = —2 et on obtient — — -
Un+1 un n—oo 3

D’aprés le théoréme de Césaro, il vient

1nl 1 1 2
N k=0 Ui+1 ui n—oo 3
, 1 1 n 1
dot ——— ~ —etavec— = o0 — |, on trouve
UTL

2 2
3
Up -—
n—+oo 27’L

u% Uy n—+oo ug n—+oo
) ~ 1 i x d 2 . 1 d s . < . .f 1
D’aprés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs, on conclut

’La série > u, diverge. ‘

Un+1

Variante : On peut aussi envisager I'étude de la série > In < > Pour n entier, on a

n

2 2
In <“"+1> —In <—Amtan (“”)> ~In (1 - % + o(ui)) ~ —tm o

Uy, Uy, n—+oo 3

N N , . .. , . N , . , . Up+1
D’aprés le critére des équivalents licite pour des séries a termes négatifs, les séries > In (
Unp,

et > u? sont de méme nature. D’aprés le lien suite/série téléscopique, comme Inu,, — -o0,
n—oo

la série > In < iax > diverge et par conséquent la série Y u? diverge. Enfin, comme u, — 0,
u

n n—oo
on dispose d’un seuil N entier tel que u,, <1 pour n > N et il vient

Vn >N 0 < u? <u,

Par comparaison, on retrouve la divergence de > u,. Cette technique répond a la question sans
fournir d’équivalent du terme général.

Exercice 7 (***)

n

Pour n entier non nul, on note H, = > Z et on pose
k=1

Vp € N* ¢(p) =min{n € N* | H, > p}

6



1. Justifier que ¢ est bien définie.
2. Déterminer un développement asymptotique de H,, a deux termes pour n — +oc.

3. En déduire un équivalent simple de ¢(p) pour p — +00 et le comportement asymptotique

1
de la suite <w> .
QO(p) p>1

Corrigé : 1. Soit p entier non nul. On a H, —— +o00 et par suite, 'ensemble {n € N* | H,, > p}

n—roo
est une partie non vide de N* donc admet un plus petit élément ce qui prouve que

’L’application @ est bien déﬁnie.‘

1
2. La fonction t — — est continue, décroissante, positive sur [1;+o00[. D’aprés le théoréme de

) o . Tdt 1 ) o

comparaison série/intégrale, la série » e converge et par conséquent, il existe une
n=2 n—1 n

constante réelle v telle que

H, = Inn+7y+o(1)

n—+oo

Remarque : Il s’agit bien str de la célébre constante v d’Euler.

3. Toujours par comparaison série/intégrale, on a

k
o (kdi
<1+ [ SZ=1+mn
k=2J k-1

n 1
Vn € N* H,=1+)> -
=2k
Par définition de ¢, on a  Vp € N* p<Hgp et Hyp-1 <p
On en déduit en particulier

VpeN*  p<Hy(p) <1+Ingp(p)

ce qui justifie o(p) —— +00
P—>+00

Avec le développement asymptotique de (H,,),>1, on obtient

p<lnp(p)+v+o(l) et In(p(p)—1)+y+o(l)<p

d’oil eP~1Ho() L p(p) < 1 + eprHeld)
1
On conclut o(p) ~ el et ot 1) e
p—+00 o(p)  po+oo




