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Feuille d'exercices n°11

Exercice 1 (**)

Soit f : ] 0 ; +∞ [ → R, concave, dérivable, croissante.

1. Montrer ∀x > 1 f(x+ 1)− f(x) ⩽ f ′(x) ⩽ f(x)− f(x− 1)

2. On dé�nit les suites (un)n⩾1 et (vn)n⩾1 par

∀n ∈ N∗ un =

Å
n∑

k=1

f ′(k)

ã
− f(n) vn =

Å
n∑

k=1

f ′(k)

ã
− f(n+ 1)

Établir la convergence de (un)n et (vn)n.

3. Pour f(x) = ln(x) avec x > 0, déterminer un encadrement de γ = lim
n→+∞

un à ε > 0 près.

Exercice 2 (***)

Soit f : R → ] 0 ; +∞ [. Montrer

ln ◦f convexe ⇐⇒ ∀α > 0 fα convexe

Exercice 3 (***)

Soit f : R → R convexe. Montrer que f est continue.

Exercice 4 (***)

Soit I intervalle ouvert de R et f : I → R convexe. Montrer que f est dérivable à droite et à
gauche en tout point de I.

Exercice 5 (***)

Soit x1, . . . , xn des réels positifs.

1. Établir n

 
n∏

i=1

xi ⩽
1

n

n∑
i=1

xi

2. Montrer que cette inégalité est une égalité si et seulement si x1 = . . . = xn.

Exercice 6 (****)

Soit f ∈ C 0(R,R) véri�ant

∀(x, y) ∈ R2 f
(x+ y

2

)
⩽

f(x) + f(y)

2

Montrer que f est convexe.
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Exercice 7 (Hölder, Minkowski ****)

Soient p, q > 1 tels que
1

p
+

1

q
= 1, I un intervalle et f, g continues sur I, positives.

1. Soient a, b ⩾ 0. Montrer

ab ⩽
ap

p
+

bq

q

2. On suppose fp et gq intégrables sur I. Montrer que fg est intégrable sur I et∫
I

fg ⩽
Å∫

I

fp

ã1/p Å∫
I

gq
ã1/q

3. On suppose fp et gp intégrables sur I. Montrer que (f + g)p est intégrable sur I etÅ∫
I

(f + g)p
ã1/p

⩽
Å∫

I

fp

ã1/p
+

Å∫
I

gp
ã1/p
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