ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°01

Exercice 1 (*)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

oo t 1 B +00
[ s fe e[
0 t o In(?) 0
[ ! o [
o ish(t) o VHI-0) | /0 tn(?)
sin(t) sin(t) ~ — > (. D’aprés le critére des équi-

12 t t=0t
D - . . . Lsin(t)
valents (licite, signe constant au voisinage de 0) et le critére de Riemann, I'intégrale / 7 dt
0

Corrigé : 1. Onat —

€ Cpm(]0;+00[,R) et

diverge et par conséquent

+00 L3 t
L’intégrale / Sntlz( ) dt diverge.
0
1 1 1 1 \ . A
22.0nat— ———= € 6,n(|0;1],R) et ~ ~ —. D’aprés le critére des équiva-
tsh(t) tsh(t) =0 /{2 t=01

lents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on obtient que

L’intégral /1 dt di
intégrale | ———= diverge.
i 0 +/tsh(t) &

t—1 .
3. Onaf:twme‘fpm(]o;lhﬂ%) puis
t—1 ; t—1 t—1
—0 e ~ S
ln(t) t—0 ln(t) t=1t—1 t=1

La fonction est donc prolongeable par continuité en 0 et 1 donc intégrable en 0 et 1 (faussement
impropre). Ainsi

In(t)

1
L’intégrale / dt converge.
0

1
4.0 ity ——— € %,,(]0;1],R) pui
naf —— € G031, R) pui

=50 ¢ e las)

Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable en 0 et 1. Ainsi

converge.

1
L’intégrale /
0

dt
NaE)

5.0na f:t— e~ (+1) ¢ Gpm(]0;+00 | puis



e

1

et = o(—)

t—0+ S~~~ t—+00 12
—0(1)

ei(t+%) ——0 et ef(t+%) = e~

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable en 0 (faussement impropre)
et intégrable en +oo par comparaison et critére de Riemann.

+00
L’intégrale / e (1) dt converge.
0

1 1 1
6. Onat— () € Gm(J]0;1[,R) et 0] ST D’aprés le critére des équivalents (licite,

signe constant) et le critére de Riemann, on conclut que

boat
L’intégrale / —— diverge.
o In(?)

Exercice 2 (**)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1. /0+oo (1 — oS <t12>> dt 3. 1\?31(;)1 dt > /wotlfjt)

0

5 dt +oo +ool_ ¢
2./ = 4./ In(1 —e~*) dt 6./ L= cos(t)
o cos(t) 0 0 12

1
Corrigé : 1. On a f:t+— 1 — cos (t_2> € €pm(]0;+00[,R) puis

1 1 1
1 — cos (t_2> = O(1) et 1—cos <t_2> =0 (t_2>

La fonction f est intégrable sur | 0; 1] par comparaison et intégrable sur [ 1; +0o [ par comparaison
et critére de Riemann. Ainsi

+0o0 1
L’intégrale / (1 — cos (—)) dt converge.
0 t?

2. Onaf:tHLE%pm([O;g[,R) et

cos(t)
I 1
cos(t) (f _ > t»r Ty
sin 2 t 2 5

D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on conclut que

3 dt
L’intégrale / diverge.

o cos(t)

Vt—1
In(t)

3.0na f:t— € €m(]0;1[,R) puis

Vt—1 0 et Vt—1 1t—1 1
In(t) =0 ¢ In(t) t++13t—1 t=1" 3

1 1
La fonction f est prolongeable par continuité en 0 et 1 donc intégrable sur ] 0; 5} et {5 i1 { et

par conséquent



13/7
dt converge.

L’inté rale/ _—
& 0 ln(t)

4.0na f:t—In(l—e") € €pn(]0;+00[,R) puis

Inl—e™) = In(l—14+t+o0(t) =In(t(1+o0(1)) =In(t) +In(1+0(1)) = o (

t—0 t—0

t—+o0 t—+o0o t2

Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable sur |0;1] et [1;+o00[ et par
conséquent

1
et In(l—e™) ~ —et = 0< )

+00
L’intégrale / In(1 —e~") dt converge.
0

5. Pour z > e, on a /e tliit) = [In(In(?))]} = In(In(x)) —
Ainsi L’intégrale /H)oi diverge
B | () VST
1 — cos(t) ,
6.0na f:t— ————=¢€ %Cn(]0;+00[,R) puis

t2

1 — cos(t) 1 ot 1 — cos(t) 0 < 1 )

oo\ 2

$2 t—0 5 12 ta_+oo
La fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur |0;1] et intégrable sur
[1;+00 [ par comparaison et critére de Riemann. Ainsi

+00 1 _ t
L’intégrale / &() dt converge.

0 t2

Exercice 3 (*)

Vérifier 'existence puis calculer les intégrales suivantes :

" Je  tIn(t)? )y t2—1 S 14t4

+00
Corrigé : 1. Avec le changement de variables v = In(t), 'intégrale /
e

est de méme

tln(t)?

+0o0
nature que / — qui converge et par conséquent
1 U

= 1.

. ) +00 dt +00 du
L’intégrale converge et vaut —
o tIn(t)? L u?

2.0nat—

€ €([2;+00[,R) et

1 1 e . .
yER— T e O (ﬁ) d’ou I'intégrabilité de la fonction.
Puis

[wn- il e el ez ()]

3




oo dt In(3
Ainsi L’intégrale / = n(3)
, t2—1 2
3.0mn a
/m LA ! [Arctan (t2)]
—— dt = = [Arctan 00
o 1+t4 2 0
+0o0 T
Ainsi L’intégrale / —— dt converge et vaut —.
o 1+t 4

Exercice 4 (*)

1
On pose YneN I,= / In(¢)™ dt
0

1. Justifier que I,, est bien définie pour tout n entier.
2. Pour n entier non nul, déterminer une relation entre I,, et I,,_1.
3. En déduire une expression de I,, pour tout n entier.
Corrigé : 1. Pour n entier, on note f, : ]0;1] = R, ¢ — In(¢)". On a f, € €,,(]0;1],R) et
1
fn(t) =, 0 <%> par croissances comparées. La fonction f, est donc intégrable sur |0;1] et par
ﬁ

conséquent

’Pour n entier, 'intégrale définissant I, converge.‘

2. Soit n entier non nul. Les fonctions t — ¢ et ¢ — In(¢)™ sont de classe € sur | 0;1[ avec
tln(t)* — 0 et tln(t)" — 0
t—0 t—1
la premiére limite s’obtenant par croissances comparées. Le crochet étant fini, les intégrales

i 1
/ In(¢)™ dt et / nIn(t)"~! dt sont de méme nature donc convergentes et d’aprés le théoréme
0 0

d’intégration par parties, on a

/1 In(t)" dt = [tIn(t)"], —n/l In(t)"~! dt
0 N— 0

Ainsi VneN  I,=—nl, |
3. Par récurrence, on obtient Vn e N I, = (—=1)"nlly
et on conclut VneN I, =(-1)"n!

Exercice 5 (**)

Vérifier 'existence puis calculer les intégrales suivantes :

+00 dt +00 1— t2 +00o
1. / m 2. / m dt 3. / COS(t)e_t dt
0 0 - 0
. 1 1 1 ,
Corrigé : 1. Onat +— (FNDE € Cpm([0;+00[,R) et (FNDE L O ) Puis, on trouve



/'+oo dt B /+oo 1 + t2 - t2 &t
o (112 J  (1+12)2

+00o 1 t2 +00 dt 1 +00o 2t2
= 2 7z 4= 2 9 7 4
0 1+t (1412 o 1+t2 2/, (1+41¢t?)

par linéarité car convergence des intégrales concernées. Pour cette derniére, les fonctions t +— ¢

et t — ——— sont de classe € sur [0;+00 [ avec
1412

t
— —0
1412 t=0
Alinsi, en intégrant par parties, on obtient

+00 2t2 t +00 +0o0 dt T
Ao = | 2 + 2~ 9
. At 1re2), )y 1+ 2

t

+00 d T
Finalement L’intégrale / ———— converge et vaut —.
o (1+12)2 4

et

N 14+12 t—>+0 )

Variante : L’intégrande étant continue, on peut aussi utiliser le changement de variables t =

T
tan(u) = ¢(u) avec ¢ : } 0; 3 [ —]0;+00[,u + tan(u) bijective, de classe € et strictement
croissante. Les intégrales

oo ¢ 2144 2 2
/ s et /Q%du: /2 cos(u)? du
o (1+1?) o (1+tan*u) 0

sont de méme nature donc convergentes et égales. Ainsi

oo gt 2 71 2
/ —:/2COS(U)2du:/2+CL<u)du:Z
o 1+ o 0 2 4

1— ¢
2. Posons f(t) = i pour t > 0. Le dénominateur de f est un polynome du deuxiéme

degré en t2. Son discriminant est négatif donc le dénominateur ne s’annule pas. Par conséquent,
ona f € ¢(R;,R) comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

On a f(t) = O o d’ou l'intégrabilité de f sur R, par comparaison et critére de Riemann.

1
Notant ¢ : ]0;+00[ — ]0;+00[u — = bijection de classe €' strictement décroissante, les
u

oo — 2 o 1 —-1/u? du
————dt et —
o 11—+t o 1—1/u?+1/u*u?

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. Ainsi, on a
teo 1 42 o w2 —1
/ Bl T / ol g
o 11—+t o ut—u+1

+00 1— t2
On conclut L’intégrale / —————— dt converge et est nulle.

intégrales

3.0na f:t—e U@, ([0;+0],C) avec

Fwl=e = o)



+00
Par comparaison et critére de Riemann, l'intégrale / e~ -Vt dt converge absolument et par
0

+00
conséquent / Re e (=Dt d¢ converge absolument et on a
0

oo +00 . o~ (1=t +00 1
/ cos(t)e " dt = Re / e~(1=0t 4t = Re [— . ] =Im ,
0 0

+00
1
Ainsi L’intégrale / cos(t)e ~t dt converge et vaut 5
0

Exercice 6 (**)

+0o0 l t
On pose Va >0 I(a) = /0 aQHj— 12 dt

1. Justifier que I(a) est bien définie pour tout a > 0.
2. Calculer I(1).
3. En déduire la valeur de I(a) pour tout a > 0.

In(t

Corrigé : 1. Soit a > 0. Notons f(t) = ;lj_ 12 pourt > 0. On a f € 6,,(]0;+00[,R) puis, par

a

: , : 1

croissances comparées, on obtient f(t) =0 <%> et

—

: In(t
L2f(t) ~ In(t) .0

t—+o00 \/g t—+o00

1
d’ou f(t) = ol — ). Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable sur
t—+oo t%

]0;1] et [1;+00] d’ou

: e In(t)
L’intégrale / -5 dt converge pour tout a > 0.
0 a“® + t

2. L’intégrande f est continue. Avec le changement ¢ = 1/u, les intégrales

+00 +oo
/ In(t) & et / In(u) du
o 1+t o l+u?

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. On en déduit

(1) =0

Variante : Le changement u = In(t) permet également de conclure avec I'intégrale d’une fonc-
tion impaire sur un domaine centré en zéro.

3. Soit a > 0. Avec le changement de variable t = au, les intégrales

T2 In(¢) °In(u) + In(a)
/0 dt et a/o ———F—du

a? + 2 a?(1 + u?)

+00 du
sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. L’intégrale / i
0 U

s . . . g .
Arctan (v)]> = = converge et par linéarité de l'intégrale en cas de convergence, il vient
0 ) g g g




™

1
I(q) = ~ [I 1)+ 2
(@)= - [101) + 5 Infa)
+00
On conclut Ya >0 / 12n(t) = ™ In(a)
o a?+t? 2a
Exercice 7 (**)
+00 dt +00 t
4t / S
3+ 1 o B+1

1. Montrer la convergence et ’égalité des intégrales /
0

s oo dt

2. En déduire la valeur de .

g 3+1

1

) d’ou lintégrabilité de f sur [0;+00[. Avec le

Corrigé : 1. On pose
1
On a f € €m([0;+00[,R) et f(t) = O (t_2

changement de variables u = e il vient
+00 dt +00 d +00
0 0 ( 1 > 'Ll,2 0 1 +u

3
14t oL
u3
+00 dt
2.0 [ =
A /0 t+ (2 —t+1)
+00 1 t +00 dt +00 d
d’ou 21:/ : (j) ldt:/ 123:/ 2“3
0 ( +t)<t -1+ ) 0 ((t—é) +4_l> —% u +Z
2
Ainsi [=
3v3

Exercice 8 (*)

+00 )
Montrer / e dt = o(e™)
z T—+00
Corrigé : Ona f:tr e et g:t+— e continues sur [0;+00[. La fonction g est intégrable
sur [0;+00[ On a
e = ofe™)

t—+o0
On en déduit l'intégrabilité de f sur [1;+00 | et par intégration des relations de comparaison,

on a
+00 5 +00 +00
/ et dtzo(/ etdt> et / e tdt =] " =e""

x
+00 )
/ e " dt = o(e™)
T T—r+00

Ainsi



Exercice 9 (**)

v 1
Montrer /th (;) dt ~ In(z)
0

T—r+00

1
Corrigé : Ona f:]0;+00[ — th (;) € €¢(]0;+00[,R) puis

1 1 1
() o1 e wm(5) ~ o
t/ t—ot t/ t=+oo
1
La fonction f est prolongeable par continuité d’ou la convergence de 'intégrale / f(t)dt (faus-
0

+00
sement impropre). En revanche, I'intégrale / 7 diverge d’aprés le critére de Riemann et par
1

intégration des relations de comparaison, on trouve
v 1 “dt
/ th <—> dt ~ — = In(x)
1 t z—+oo [y t

1
1
On a / th (¥> dt = o(In(x)) puisque In(x) — +00 pour x — +00 et par conséquent
0

[ f o (s [ o () wmwo o

v 1
On conclut /th <¥> dt ~ In(z)
0

T—r+00




