ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°02

Exercice 1 (**)

Vérifier I'existence puis calculer les intégrales suivantes :

+00 dt 1 42 ™ dt
N o [0ty o [
0 B2Ht+1 0 2 0 V24 cos(t)
v v 2 2 1
Corrigé : 1. Ona/ ZL:/ d—tQ:—Arctan< T )
2+t+1 t+1)7+3 V3 V3

- /*OO dt 2 moow 2
D’ou 2—:_[___]:_
o tP+t+1  3Ll2 6! 33

.. . 1 . 1 t— .
2. On choisit une primitive de t — 2 qui s’annule en 1, & savoir t +— 1 — = Les fonctions

t—

et t — In(1 — ¢%) sont de classe €' sur ]0;1[. On a

(t;1>ln(1—t2)t_>0 (;t2>~t s 0 et <t;1>ln(1—t2) _ (A=)l —#) 0

t—0 t—0 t(t + 1) t—1

t—1
en utilisant la limite uInu — 0. Ainsi, le crochet [T In(1 — tQ)} admet des limites finies
U—

en 0 et 1 et par conséquent, les intégrales

1 2 1
In(1—t¢ t—1 =2t
[BUzty [,
0 t 0

t 1—1¢2

1 1
t—1 —2t 2
S dt:/—dt
o b 11t o 1+t

qui est clairement convergente puisque l'intégrale est faussement impropre en 0 et 1. Par consé-
quent, on a 'égalité

"n(1 — ¢ ~1 !
/—n< t)dt: {t ln(l—tQ)} — /—dt
0 t? t 0 1+t

11 1— 2
On conclut {1 —7) dt = —21In(2)
0 t

sont de méme nature. Or on a

t
3. 1l s’agit d’une intégrale de fonction continue sur un segment! On pose u = tan (5) = t=

¢(u) = 2 Arctan (u) bijection €' strictement croissante de |0 ;+oo [ sur } 0; g [ Par trigonomé-

t t t 1 —u?
cos(t) = cos (25 ) = os? (5 ) —sin* (5 ) = 1525

trie, on a



. [t t t t 2u 2du
et cos(t) =2sin|{ = )cos| = | =2cos|=|tan| = | = et dt=——
2 2 2 2 1+ u? 1+ u?

L T dt oo 2 du .
Les intégrales \/§—(t) et ] 5~ sont de méme nature donc conver-
0 4+ cos 0 — U
(1+u?) (V245 —
gentes et par conséquent égales. Ainsi, en observant que (v/2 —1)(v/2 + 1) = 1, on trouve

du 2 1 =«

/“ dt 2 /+°° y ™
0 V2+cos(t) V2—-1Jo (V24124+u> V2-1 V2412

On conclut =7

Exercice 2 (**)

+00
1. Soit a € C. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que / e~ dt
0

converge et préciser sa valeur en cas de convergence.
+0o0o +00
2. En déduire la convergence et la valeur de / sin(t)e ~** dt et / cos(t)e ™t dt avec
0 0

x> 0.

Corrigé : 1. Soit a € C. Si a = 0, le résultat est immédiat avec la divergence de l'intégrale.
Supposons « # 0. Pour x > 0, on a

* 1
/ e dt = —[1—e
0 o

Notons a = a + ib avec (a,b) € R% On a |e | = e~ pour tout ¢ réel. Si a < 0, alors

e — 5 to0oetsia>0,alorse”™® —— 0. Supposons @ = 0. Si e ™ = e~ — / alors
t—+o00 t—+o00 t—+o00

on trouve

VueR e 0w — gmibug=itt 4 g — fe=itv  ayec (] =1
t—+o0
—ibu — 1 pour tout u réel. Il s’ensuit que b = 0 ce qui est exclu puisque o # 0.

o n’admet pas de limite. Ainsi, passant a la limite

ce qui implique e
On en déduit que si a = 0, la fonction ¢ — e
dans le cas a > 0, on conclut

+00 +0o0 1
/ e~ dt converge <= Re(a) >0 et dans ce cas / e M dt = —
0 0 «

+00
2. Soit > 0. On Re (z — i) = > 0 d’ou la convergence de / e~@=D" dt ainsi que celle de
+00 ) +00 ) 0
/ Re (e~@™") dt et / Im (e~(=D) dt et
0 0

+00 ) 1 :
/ e—(m—l)t dt = _ ﬂ;+1
0 r—1 az*+1

+00 +0o0 +00
Sachant / e (@t qt = / cos(t)e *t dt + i/ sin(t)e ~** dt
0 0 0

+o00 T +o0 1
On conclut / cos(t)e *t dt = et / sin(t)e ~** dt =
0 0




Exercice 3 (**)

+00
Soient a, b réels avec a < b puis f € €°(R,R) avec f(z) —— £ € R et f convergente.
T—r—00 0
+o00
Vérifier I'existence et calculer / [fla+1t)— f(b+1)] dt.

Corrigé : Pour z,y réels avec x < y, on a par linéarité de lintégrale (sur segment) puis
changement de variables

k/ﬂfm+¢y—ﬂb+®]M::/?ﬂa+®dt—/wﬂb+®dt

y+a y+b
— [ a7 pwar
r+a x+b
z+b y+a y+a y+b
~ [ i ar+ f@m—/ fodi— [ f@ ar
z+a z+b z+b y+a
Yy z+b y+a
/[ﬂa+ﬂ—f®+0hﬂ: fo e+ [ fede
T z+a y+b
Par convergence de +Oof(t) dt, on a

0

Puis, pour ¢ > 0, il existe A réel tel que pour ¢t < A, on a |[f(t) —¢| <e. Pour z +b < A, on a

x+b z+b z+b
fOd -t = | [ -0 d< [ i< oo
zta z+a z+a
x+b
ce qui prouve / f(t)dt —— £(b—a)
z4a T—>—00
+00
Ainsi L’intégrale / [f(a+1t) — f(b+1t)] dt converge et vaut £(b — a).

Exercice 4 (Intégrales de Bertrand **%*)

dt

+00
Etudier, en fonction des réels o et /3, la nature de I'intégrale / —_—.
e toIn(t)s

Corrigé : L’intégrande f est continu par morceaux sur [e ;+oo[. Supposons a = 1. Avec le

+o00o dt +00
changement de variables u = In(t), les intégrales / et / — sont de méme nature
. tIn(t)8 . uf

et par critére de Riemann, il s’ensuit

dt
tIn(t)?

Supposons a > 1 et soit ¥ € |1;a[. On a

R p—

ey In(t)8 t—+oo

clairement si 8 > 0 et par croissances comparées si § < 0. Ainsi, on a

+00o
Si o =1, 'intégrale / converge si et seulement si § > 1.
e

3



7 e(7)
1 In()P 1o\
Par comparaison et critére de Riemann, il s’ensuit que f est intégrable sur [e ;+o00 [. Supposons

a <1 0Ona
tlfoz
tf(t) - ln(t)ﬁ t—+00

clairement si § < 0 et par croissances comparées si 5 > 0. Autrement dit, on a

EN0),

t t—+o00

+00

+00 t +00
Comme / 7 diverge, alors par comparaison de fonctions positives, 'intégrale / f(t) dt
1 e

diverge. On conclut

+oo dt
L’intégrale / ————— converge si a > 1 et diverge si a < 1.
e tIn(t)8

Exercice 5 (**%*)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1. /+Ooln(th(t))dt 3, / Lz cos®)

t

+ooeit +00
2. / — dt 4. / sin(#?) dt
ot 0

Corrigé : 1. On pose Vi€ ]0; 00| f(t) =1In(th (2))
Ona f € %pn(]0;+00[,R) puis, comme th (¢) v o(t), on a
—

Vtin(th (t)) = VtInt + vtIn(1 + o(1)) —0

1 1
autrement dit f(¢) =, 0 <%) et par comparaison et critére de Riemann, l'intégrale / f(t)dt
H
0

converge absolument. Ensuite, on a

2672t
In(th(t)) ~ th(t)—1 et th(t)—1= —2e 2

_— o~
t—+00 1+ e 2t tot00

1
On en déduit que In(th (¢)) L =0 (t_2> et par comparaison et critére de Riemann, la fonction
—+00

f est donc intégrable sur [1;+00[. On conclut

+00
L’intégrale / In(th (¢)) dt converge.
0

. 1
2. Les fonctions t — —ie™ et ¢ — — sont de classe € sur [1;+00[. On a

eit ] eit
— ——e' et — —0
t t—1 t t—+oo

D’apres le théoréme d’intégration par parties, les intégrales



+o0 e it +00 ¢ e it
/ Cat et / L
1t 2

1 : .
=% d’ou la convergence absolue de la deuxiéme intégrale
d’aprés le critére de Riemann et on conclut

ie it
t2

sont de méme nature. Or, on a

+oo it
L’intégrale / " dt converge.
1

T cos(t T sin(t
Remarque : On en déduit en particulier la convergence des intégrales / t( )dt et / t( >dt
1

. 1
+oo it

qui sont respectivement partie réelle et imaginaire de / - dt.
1

1 — cos(t)
t

3.0natw— dt convergente. D’aprés le

+00 1 _ t
€ Gpm(]0;+00[,R). Supposons / %()
1

+oo
. . cos(t . . .
résultat de la question précédente, I'intégrale / # dt converge. Par linéarité de 'intégrale
1

en cas de convergence, on a
01 — cos(t T cos(t o dt
/ —() dt + / J dt = / — convergente
1 t 1 t 1t

ce qui est absurde. On conclut

+0o0 1 _ t
L’intégrale / %() dt diverge.
0

02t sin(1?)

dt
2t

+00
4. I’idée consiste & écrire / sin(t?) dt = /
0 0

1
Les fonctions ¢ — 1 — cos(t?) et t o sont de classe € sur |0;+00[. On a

1 — cos(t? t3 1 — cos(t?
Loeoslf) 0 g o 0 ___,,
2t t—0 4 t—0 2t t—+00
. : . : e 1 — cos(t?)
D’apreés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / sin(t?)dt et —/ Tdt
0 0

sont de méme nature. Or, on a

1 — cos(t? 1 — cos(t? 1
cos(t?) 0 et cos(t?) _ O(—)
12 t—0 12 t—+oo 12
+00
On conclut L’intégrale / sin(¢?) dt converge.
0

Remarque : Cette intégrale s’appelle intégrale de Fresnel.

Exercice 6 (***)

Veérifier 'existence puis calculer

+00 dt
Vn > 2 /0 (t+1D(t+2)...(t+n)

3



Corrigé : Soit n > 2. On pose

Vi=0  folt) = !

t+1)(t+2)...(t+n)

1
On a f, € €m([0;+00[,R) et f,(t) = O (t2> d’otr son intégrabilité sur [0;+oo[. Notons

t—+o00

P=]J](X+k)et P=(X+Ek)P; pour k € [1; n]. Par décomposition en éléments simples, il
k=1
existe des réels a tels que

P Z X —l— k
Pour k € [1; n] fixé, multipliant I’égalité précédente par X + k puis substituant X = —k, on
trouve

1
Vke[l;n] Qk:Pk(—k)
avec Py(—k) = E(—k _ 1) ':1:1“(@ R = (=) k= 1)(n — &)!
| 1 o L
dou P oo DT )

Alinsi, pour > 0, il vient par linéarité de 'intégrale

/Omfn(t) dt = ﬁki( 1)k=1(n- )[ln(x—i—k;) In (k)

_ i i(—l)k_l(k D {ln( ) +1n (1 + g) - ln(k:)}

(n -1z

n
Or, un changement d’indice montre que > (—1)*"1(?7]) = (1—1)""! et faisant tendre z — +o0,
k=1

on conclut

= at N
=2 /0 R I R R A

Exercice 7 (***)

1
t—1
1. Justifier I'existence de I= / dt
o In(?)
2e  —t
2. Montrer que e dt — I puis en déduire la valeur de I.
€ E—

In(t)

t—1 t—1
f(t) t—0 0 et ln(t) tzlt—l t—1

Corrigé : 1. On pose f(t) = pour t € |0;1[. On a f € 6,,(]0;1[,R) puis

Ainsi, la fonction f est prolongeable par continuité en 0 et 1 et par conséquent

Mt —
L’intégrale/ (1)

6

dt converge.




2. Avec le changement de variables u = —In(¢), les intégrales étant de méme nature donc
convergentes et par conséquent égales, on obtient

Ly 1 +00 \—u __ ,—2u
/t_dt:/ S
o In(?) 0 u

) e U 1 e—2u 1 L
Soit x > 0. En remarquant = ol|l—]et = o(— ), on a par linéarité de
U u

U u—+oo U u—rtoo

I'intégrale car convergence

+00 ., —u —2u +00 ., —u +0o | —2u
€ — € € €
/ ____mp/' @_/ du
T u T u T u

Avec le changement de variables v = 2u dans la deuxiéme intégrale puis la relation de Chasles,

on obtient
+00 , —u —2u +00 | —u +00 , —v 2r  —u
(§] — € (§] (§] (§]
/‘_____mz/ m_/ @:/ du
T u T u 2x v T u

Par décroissance de u — e ™", on obtient
o 2z du 2‘%67” . 2x du
e — < du<e —

t—1
Par encadrement, on conclut / dt = In(2)
o In(?)

Exercice 8 (***)

Soit f € €*([0;+00[,R). On suppose f et f” intégrables.

1. Montrer f(x) ——0

r—+00

2. Montrer que le produit ff est intégrable sur [0;+o0 [.

Corrigé : 1. On a Vx>0 f'(x) = f'(0) + /If”(t) dt
0

d’ou 'existence d’une limite finie ¢ pour f’(z) lorsque z — +00. Supposons ¢ > 0. Il existe a > 0
l
tel que pour f'(t) > 5 pour t > a puis

14

oo f@)=f@+ [ 0> @)+ 5 a)

ce qui contredit l'intégrabilité de f. Si ¢ < 0, on applique ce qui précéde & —f. On conclut

f'(x) ——0

Tr—+00

2. Comme [’ est continue et convergente en +oo, on en déduit que f/(¢) = O(1) et par suite

[ =0(f) dou

La fonction ff’ est intégrable sur R‘




Exercice 9 (**)

+o00 . —t
Déterminer un équivalent simple pour x — +00 de / — dt.
X

Vit

—t —t 1
Corrigé : Soit x > 0. On a t — ¢ Cpm([x;+00[,R) et -0 <t > d’on lintégrabilité de

Vi Vi

1
cette fonction. Les fonctions ¢ — 7 et t — —e ' sont de classe ¢! sur [x;+00] et

—t o et

—e
NN ALY A
Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales
+oo | —t +oo | —t
e e
—dt et / - dt
. Vi . 202

sont de méme nature donc convergentes et on a
+Ooe,t eit +00 +OOe —t
[T [__} [T
T \/1_f \/— T 2t2

Or, on remarque < >
t§ t—H—oo

D’ou, par intégration des relations de comparaison

o0, —t 00 o —t
[ [
I t 2 t—+o00

o0 o —t ot
Ainsi /x 7 dt o \/_

Exercice 10 (**)

+ooe7t
On pose Vo >0 F(z) = / e dt

1. Justifier que F est définie, de classe €' sur ] 0; +o0 [ et préciser ses variations.

2. Déterminer lim F(z) puis un équivalent de F(z) pour x — 07.
z—0

—t

Corrigé : 1. On pose Vit >0 f(t) = eT

1
Ona fe%°]0;+00[,R) et f(t) LSO <_t2) par croissances comparées d’ou I'intégrabilité de
—+00

f par comparaison et critére de Riemann. Par conséquent

—x

La fonction F est bien définie, de classe € sur ] 0; +o00 [ avec F'(x) = i pour x > 0.
T

2. La fonction F est décroissante sur | 0 ; +oco [. D’aprés le théoréme de limite monotone, la fonction

1
F est minorée sur ] 0;1] si et seulement si elle admet une limite finie en 0%. Or, on a f(t) i
t—0

donc, d’aprés le critére des équivalents pour des fonctions positives, les intégrales / f(t) dt et
0

8



dt +00
/ " sont de méme nature donc divergentes et par conséquent, 'intégrale / f(t) dt diverge,
0

autrement dit F n’admet pas de limite finie en 0™ d’ou

F(z) —— +00
z—07t

Soit z > 0. On a par relation de Chasles

le—t

et 1 . _ . . .
Comme e geq0 et comme | — dlverge, on a par intégration des relations de comparaison
*)
Lat
/ —dt ~ — = —In(x)
z—07t t
Et remarquant F(1) = o(In(z)), on conclut
z—

F(z) ~ —In(zx)

z—0t

Exercice 11 (***)

Soit f € €,m(]0;1],R) décroissante positive. On pose
1 k
N S, == (-)
Vn € S nk:lf -

Montrer que f est intégrable sur ] 0;1] si et seulement si (S,,), converge et dans ce cas
1

S, —— [ f(t)dt

n—oo 0

Corrigé : Supposons [ intégrable sur |0;1]. Soit n entier non nul. Par décroissance de f, on a

Vke[l;n—1] / f(t)dtg%f(ﬁ>< :f(t)dt

/1 Fydt <, - M / Ty ar

Faisant tendre n — +o00, il vient par encadrement
1

S, —— [ f(t)dt

n—oo 0

3=

Par sommation, on trouve

Supposons f non intégrable. Comme f est positive, on en déduit que / f(t)de —> +00 par

théoréme de limite monotone appliqué a la fonction décroissante x — / f(t) dt. D’aprés la

minoration précédemment établie (qui ne requlert pas l’mtegrablhte sur |0;1]), on a

Par comparaison, il s’ensuit que S,, —— +00. On conclut
n—oo



La fonction f est intégrable sur |0;1] si et seulement si (S,), converge

1
et dans ce cas S, —— / f(t) dt.
n—oo 0

Exercice 12 (***)

+o0 :
Soit a > 0. Etudier la nature de / In (1 + SH;#) dt.
1

in(?
Corrigé : On pose Vi >0 fa(t) =1n <1 + Sll;;(é ))

sin(t 1
Pour ¢t > 1,0on at*>1dou |t§)|<t—a<1
ce qui prouve que le terme dans le logarithme reste strictement positif d’ott f € € ([1;+00 [, R).
sin(t)

Pour a > 0, on a
te t—+00

sin(t) B 1 sin(¢)? ( 1 )
—ta et ha<t> t—>_+oo —5 2a +o0 2';2_a

1
Les fonctions t — — cos(t) et t — o sont de classe € sur [1;+00][ et on a

Ainsi fo(t) = gu(t) + ha(t) avec go(t) =

t t
—&U —— —cosl et — cos(t)
te t—1 te t—+00

0

D’apreés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales

/1 gu(t) dt et /1 o) a
os(t)

ta+1

) d’ou la convergence absolue de

sont de méme nature. Or, on observe = <
t—+00 to+l

+00
la deuxiéme intégrale d’aprés le critére de Riemann et par conséquent, I'intégrale / ga(t) dt
converge. !
1 sin(t)?

tsto0 2 2o

On a ha(t)

~

D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant au voisinage de +00), les intégrales

+oo +00 3 t 2 in(t 2 1
ha(t) et sin(t) dt sont de méme nature. Si 2a > 1, on a sin(?) = O <—>
1 1 12 12 t—+00 12

intégrable sur [1;+o00[ par comparaison et critére de Riemann. Supposons enfin 2a < 1. On
observe
sin(t)> 1 — cos(2t)

vt > 1 t20 - 120

Comme vue ci-avant, une intégration par parties permet d’établir la convergence de I'intégrale

0 cos(2t T sin(t)?
tQ(a ) dt. Si on suppose 'intégrale / tQ(O‘) dt convergente, il vient par linéarité car
cénvergence !

"% 11 — cos(2t) Cos(2t)> oo de
+ dt = / —— converge
/1 ( t2o¢ t20¢ 1 t20¢
ce qui est faux pour 2a < 1. On en déduit

10



+00
/ ha(t) dt converge <= 2a > 1
1

+00

+oo
Enfin, l'intégrale / (ga + ho) (t)dt est de méme nature que / he(t)dt puisque (go + ha) —
1

1
Jo = ho avec linéarité de I'intégrale sous réserve de convergence. Ainsi

+0o0 : t 1
L’intégrale / In (1 + SI?CE )> dt converge si et seulement si o > 3
1

11



