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Corrigé du devoir en temps libre n°2

Probléme 1

1.Ona
V(z,t) €] —=1;1[x [0;7] 1—2zcos(t) +2*>>21—-2z|+2>=(1—|z|)* >0

Ainsi, pour z € | —1; 1/, la fonction ¢ — (1—2z cos(t)+2?) est continue sur [0; 7] a valeurs dans
]0;+00 [ et par composition, la fonction ¢ — In(1 — 2x cos(t) + x?) est continue sur le segment
[0;7] d’on

Pour x € ] —1;1], la fonction ¢ — In(1 — 2z cos(t) + %) est intégrable sur [0;7].

2. On pose V(z,t) e XxT  f(z,t) = In(1 — 2z cos(t) + z?)

avec X =] —1;1[et I =[0;7]. On veérifie :
e Pour x € X, on a t — f(x,t) continue par morceaux et intégrable sur le segment .
e Pourt €1, onax— f(x,t) € ¢ (X,R). Par dérivation, on trouve

e €XnL e ey

ox

e Pourx € X;onat— %(x,t) € Cm(LR).
e Domination : Soit @ € ]0;1[ puis (z,t) € [—a;a] x I. On a clairement
(1 —xcos(t))? + (xsin(t))? = (1 — xcos(t))?
et par inégalité triangulaire inverse
11 —xcos(t) = |1 —|xcos(t)||=1—|zcos(t) =21 —a>0
Par conséquent

0 4

—f(:u t) ERY

Ox (1—a)?

La fonction ¢ est clairement continue par morceaux, intégrable sur le segment I. Par régularité
€1 sous l'intégrale, la fonction F est de classe € sur [—a;a] pour tout a € ]0;1[ d’on

V($,t> € [—a;a] x 1 < gp(t) avec @(t) —

La fonction F est de classe ¢! sur | —1;1].

3. Par dérivation sous l'intégrale, on a
Tof T 2(x — cos(t))
Vee]-1:1 Flr)= | ==(z,t)dt = dt
vel-1il (@) o Ox (z,%) /0 2?2 — 2z cos(t) + 1

Fixons © € | —1;1[. L’application ¢(u) = 2 Arctan (u) réalise une bijection de classe ¢ de
J=]0;+00[sur I =]0;7[. Comme ¢t — f(x,t) est intégrable sur I, il vient

x? — 2z cos(t) 1 —u? 1+ u?
-2 1
x1+u2 +

_4/+°° (z+ D+ (z—1) du
e (@ D2 (2 —1)21 4 u?

2( 1—u2>
/’T 2(x — cos(t)) & = /+°° T 2du
0 +1 0 9
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Une décomposition en éléments simples donne pour z # 0
(x+ Du?+ (z—1) 1 { 1 N r?—1 ]
(r+ 122+ (x —1)2) (1 +u?) 22 L1+u? (24 1)2u2+ (v — 1)2

2 1 +00
Par suite, on a F'(z) = — | Arctan (u) + Arctan <ux a ﬂ
x x—1/1,
r+1 2[m
¢ <0, il vient F :—[———}:o
et comme —— il vien (x) ~137 3

La fonction F’ étant continue en 0, on trouve

Vee]—1;1] F'(z) =0

4. Reprenons ’égalité établie & la premiére question :
V(z,t) e RN {-=1,1} x [0;7] 1 — 2z cos(t) + 2% = (z — cos(t))? + sin® ¢t
Par suite, pour (z,t) e R~ {—1,1} x [0;7], on a
1—2zcos(t)+22=0 < sin(t) =0 et x—cos(t)=0 < te€{0,7} et z==1
Ceci est impossible par hypothése sur x d’ol
V(z,t) e R {—1,1} x [0;7] 1 — 2z cos(t) + 2% >0

Ainsi, pour x € R~ {-1,1}, la fonction ¢t — (1 — 2xcos(t) + x*) est continue sur [0;7] &
valeurs dans | 0; +o0o [ et par composition, la fonction ¢ + In(1 — 2z cos(t) + x?) est continue sur
le segment [0; 7] d’on

F(x) existe pour tout € R~ {—1,1}.

5. D’aprés le résultat de la question 4, on sait que F est constante sur | —1; 1 [ et comme F(0) = 0,
il s’ensuit que F est nulle sur cet intervalle. Pour x € | —1;1[, on a

F <l> = /07r In (1 — 2%@) + i) dt = /OTr [In(z? — 2z cos(t) + 1) — In(2?)] dt

x 2

0 jr) <1
On conclut F(z) = S? ]
2rln x| si|z] > 1

Probléme 11

1.On avy € €(]0;+00[,R) par théorémes généraux et

VO, e v = o ()

Par comparaison et critére de Riemann, la fonction 1) est intégrable sur |0;1] et [1;+00 | d’ol

La fonction ¢ est intégrable sur | 0; +oo |.

Va(u+ )

Supposons z < 0. On a f(z,u) —— oo ce qui contredit le caractére continue par morceaux de
U—T

2. On pose V(z,u) € R x]0;+00] flz,u) =

u— f(x,u). Il sensuit que z > 0. On a bien u — f(x,u) € €pm(]0;+00[,R). Siz =0, on a



fru) ~ 50

u—0 92
D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, la fonction
u — f(z,u) n’est pas intégrable. Enfin, si z > 0, on a f(z,u) = OW(u)) et f(z,u) =
u—

U—+00
o(¢(u)). Par comparaison, on conclut

Le domaine de définition de la fonction F est | 0;+o00 |.

3. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité 6! sous l'intégrale.

e Pour z > 0, la fonction ¢ — f(x,u) est est continue par morceaux et intégrable sur |0;+oo |
d’aprés I’étude précédente.

e Pourt >0,0nax— f(z,u) € €'(]0;+00[,R). Par dérivation, on trouve

V(z,u) €]0;+00 [2 g—i(xvu) = _ij)z
of

e Pour x >0, on at— ==(x,t) € €pm(]0;+00[,R) par théorémes généraux.

e Domination : Soit ¢ > 0. On a

—Uu

e

<p(u) avec p(u) = PN

0
V(z,u) € [a;+00[ x ]0;+00] ‘—f(a:,u)
ox
On a ¢ € €pn(]0;+00[,R) et intégrable sur | 0; +oo [ d’aprés le résultat de la premiére question.
Par régularité ' sous l'intégrale, on en déduit que F est de classe €' sur [a;+o00 [ pour tout

a > 0 et par conséquent

+00 _e—u
Fe%(o; R t Vx>0 F'(z) = —d
(]0;+00[,R) e x (x) | et P u
) ) e 1 1 U 1
4. Soit x > 0. Les fonctions u et u — — — = —— — sont de classe € sur
Vu utzr (u+x)x
]0; +00 [ avec
o we™  Vue™ 0 et Ul —u .0
Vulu+z)r  (u+z)z w0 Vu(u 4 )z ustoo

Le crochet étant fini, il vient en intégrant par parties, par convergence des intégrales concernées :

Fi(x) = {m} m_/m e (V2 )

- _/0+OO L?\_/uﬂ  (u —i;;\/ﬂ * 2x(ue—|jux)\/ﬂ] du
F'(x) = —% + F(z) — %‘j)
On conclut Ve >0 zF'(x) — (x - %) F(z) =-K

5. La fonction G est de classe €' sur | 0; +oo [ comme produit de telles fonctions. Par dérivation,
on trouve pour x > 0

G'(z) = (ﬁ -

—Z —x

1

(5 - x) F(x) + xF’(x)} =-K

e

VT

e

NG

:U) e "F(x) + Jxe *F/(x) =



€T
La fonction ¢ étant continue, intégrable sur | 0;+oo [, on sait que = — / (u) du est de classe
0

¢! de dérivée égale a ¢ d’ou, par intégration

CeR | V>0 G(:):):C—K/—dt
0

6. On a clairement G(z) — C et G(z) —— C—-K?
z—0 T—>+00
Pui Ves0 0<—— <% o <P <>
uis T < X S PT)x —
Par encadrement F(z) —— 0
r—+00

Avec cette résultat et le théoréme des croissances comparées, il vient

G(r) = yre "F(z) —0 = K?2=C

On en déduit C > 0 et K = v/C. On effectue le changement de variables u = zv dans I'écriture
de G(z) pour z > 0. On trouve

+00 —Tv +00 —zv
—x — aZ e
G(z) = xe . Tt D) m)x dv=¢e . et D dv

On a

e—l'U 1 e—l"l] 1
V(x,v) €]0;+00 2 0< < et >
(z,0) €J0;+00] Vo +1) = Vo(v+1) V(v +1) 2=0 Jo(v+1)
Par convergence dominée, on en déduit
+00 d
G(zr) — v

0 Jy VD)

Un dernier changement de variables ¢ = \/v permet d’obtenir G(z) — 7 et on conclut

z—0
K= r




