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Problème I

Soit (un)n une suite de réels non nuls. On note

∀n ∈ N Pn =
n∏

k=0

uk

On dit que le produit in�ni
∏

un converge si la suite (Pn)n admet une limite �nie non nulle.

1. Montrer que si
∏

un converge, alors un −−−→
n→∞

1.

2. On suppose que (un)n est une suite de réels positifs. Montrer∏
(1 + un) converge ⇐⇒

∑
un converge

3. On suppose que (un)n est une suite à valeurs dans [ 0 ; 1 [. Montrer∏
(1− un) converge ⇐⇒

∑
un converge

Problème II

On pose ∀n ∈ N Rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

k2

1. Justi�er que Rn est bien dé�ni pour n entier.

2. Montrer la convergence de la série
∑

Rn.

3. Calculer
+∞∑
n=0

Rn. Pour N entier, On pourra considérer

N−1∑
n=0

Ç
N∑

k=n+1

(−1)k

k2
+RN

å
Problème III

On dé�nit la suite (un)n par u0 > 0 et un+1 =
1

2
th (un) pour n entier.

1. Montrer ∀n ∈ N 0 < un ⩽
u0

2n

2. En considérant la suite (vn)n dé�nie par vn = 2nun pour n entier, déterminer, à constante
près, un équivalent simple de un lorsque n → +∞.

3. Déterminer un développement asymptotique à 2 termes de un lorsque n → +∞.

Problème IV

Étudier la nature de la série
∑
n⩾1

(−1)⌊
√
n⌋

n1/4
.
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