ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°05

Exercice 1 (**)

+00 o —x(1+t?) too
Pour x > 0, on pose  F(x) = / ————dt et A= / e " dt

1. Montrer que F est définie, continue sur [0;+o00 |.

2. Déterminer lim F(x).
Tr—+00

3. Montrer que F est €' sur | 0; +oo [ puis expliciter F'(x) en fonction de A pour z > 0

4. En déduire la valeur de I'intégrale de Gauss A.
e—x(1+t2)
1+¢2

avec X =1 =[0;+o00[. Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité des intégrales a para-
meétres.

Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X x1 f(z,t) =

e Pour x € X, on at— f(x,t) € €,,(I,R) par théorémes généraux.
e Pourte€l,onaxw— f(xt) € €X,R) également par théorémes généraux.
e Domination : On a

1

V(z,t) € XxT  |f(z, ) <ot) avec o(t) =175

+00
On a ¢ € €,,(I,R,) et intégrable sur I puisque / o(t) dt = [Arctan t];> = g D’aprés le
0

théoréme de continuité sous I'intégrale, on conclut

La fonction F est bien définie et continue sur [0;+00|.

2. On a Ve e X F(z) = e‘g”/+Oo i dt
o 1+t
Par comparaison (convergence immédiate)
Ve e X OSF(x)éex/wo dt
o 1+t
Ainsi, par encadrement F(x) — 0

3. Notons X’ =]0;+o0[. Vérifions les hypothéses du théoréeme de régularité € sous l'intégrale.

e Pour z > 0, la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux, intégrable sur I d’aprés la
domination de la premiére question.
ePourt€l,onazw— f(x,t) € €' (X, R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

8f 2
/ I _ _ a—x(14t%)
V(z,t) € X' x p (x,t) = —e



of

e Pour x > 0,onat+— a—(x,t) € €m(I,R) par théorémes généraux.
T

e Domination : On a Sup e “0+*) = 1 et ¢ — 1 n’est pas intégrable sur I. On procéde a une
x>0
domination locale. Soit a > 0.

V(z,t) € [a;+00[ x 1 |f(z, )] < e 2t L walt) avec @, (t) = e ot

1
On a ¢, € Com(LRy) et pu(t) = 01100 <t_2) d’ou ¢, intégrable sur I par comparaison et critére
de Riemann. Ainsi, la fonction F est de classe €' sur [a;+oc [ pour tout a > 0 d’ou

Fe?€'(]0;+0[,R)

Par dérivation sous l'intégrale, on a
+00 +00
Ve >0 F/((E) = —/ e_x(l“’tZ) dt = _e—r/ e—xt2 dt
0 0

Avec le changement de variable u = \/xt, on conclut

e—l‘

VT

+00o
4. Avec le changement de variables t = /z, les intégrales / 2¢ " dt et /
0 0

Ve>0 Fl(z)=-———A

+o0 | —x

VT
méme nature donc convergentes et par conséquent égales. Par ailleurs, pour [a;b] C ]0;+00],
on a

dx sont de

* /+OO yde=A [ ldr—op=T
insi — Fi(x)dx = / ——dx =2A%2 = —
0 0o VT 2
+00
On conclut / et dt = g
0

Exercice 2 (***)

L t
Pour x > 0, on pose F(z) = / sin(t) dt
0 a +t

1. Montrer que F est définie, continue sur [0;+00 |.

2. Déterminer lim F(z) puis un équivalent simple de F(z) pour z — +o0.
Tr—r+00

3. Montrer que F est de classe € sur | 0;+oc [ puis étudier la dérivabilité en 0.

sin(¢)
-+t

avec X = [0;+00[et I =]0;x]. Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité des intégrales
a parameétre.

Corrigé : 1. On pose V(z,t) € X x1 f(z,t) =



e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) par théorémes généraux.
e Pourt€l,onaxw— f(xr,t) € €X,R) par théorémes généraux.
e Domination : On a
sin(t)
t
On a ¢ € 6,m(I,R,), prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur I. D’aprés le théoréme
de continuité sous l'intégrale, on conclut

V(x,t) e X x 1 |f(z,t)| < p(t) avec o(t) =

La fonction F est bien définie et continue sur [0;+o0 [.

o sin(t) o sin(t)

2.0n a V(z,t) €]0;+00[ x 1 < <
T+t x

1 [ 2
D’ou, aprés intégration  Vz >0 0<F(z) < —/ sin(t) dt = —
x Jy x

Par encadrement F(z) —— 0

sin(t) o sin(t) o sin(t)

Puis V(z,t) €]0;+00[ x 1 < <
T+ T+t T

N . 2 2

et aprés intégration Vo >0 <F(z) < -

T+ T
2
On conclut F(z) ~ =
r—+00 I

3. Soit X' =]0;+00[. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous l'intégrale.

e Pour z > 0, on at — f(x,t) € €,,(I,R), intégrable d’aprés la domination de la premiére
question.

ePourt el onax— flz,t) € € (X',R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

sin(?)

/ 0 _
V(z,t) e X' x1 ——(x,t) = CETE

Ox
of o -
e Pourz >0,onat— 8—(x,t) € ¢(I,R) par théorémes généraux.
x
sin(t)  sin(t)

e Domination : On a t — Su =
;p>0p (ZU + t)2 12

of
%(l’,t)

La fonction v est clairement continue par morceaux et intégrable sur I. Ainsi, d’aprés le théoréme
de régularité € sous l'intégrale, la fonction F est de classe €' sur [a;+oco [ pour tout a > 0 d’ou

Fe ¢ (]0;+00][,R)

non intégrable sur I. On procéde a une domi-

nation locale. Soit a > 0.
1
a2

V(z,t) € [a;+00[ x 1 <Y(t) avec Y(t) =

Par dérivation sous l'intégrale, on a
sin(?)

Ve >0 F/(I):_/Oﬂ(x—l—t)Q

La fonction F’ est monotone sur | 0;+o0o [ donc admet une limite en 0%. Soit € > 0. On a




T sin(t
Vo >0 —F/(:c)2/ ()2
. (z+1)
Par continuité sous I'intégrale de droite ci-dessus (sans difficulté), il vient par passage a la limite
Tsin(t
Ve >0 lim —F'(z) > / (®) dt
z—0t c t2
, sin(t) .. L .
Or, la fonction ¢t — 2 est positive, non intégrale sur |0; 7] d’ou
Tsin(t
/ 2( ) dt > +00
c t e—0+
et par suite F'(z) —— -00

z—0t

D’aprés le théoréme de limite de la dérivée, on obtient

F(z) — F(0) X
x—0 o0t
Et on conclut La fonction F n’est pas dérivable en 0.

Variante : On peut procéder au changement de variables u = x+t dans Pécriture de F/(x) pour
x > 0 puis utiliser des intégrations de relations de comparaison.

Exercice 3 (***)

t—1
Pour > —1, on pose F(x) = / t* dt
o In(?)

1. Montrer que F est de classe € sur | —1;+00].

2. En déduire une expression de F(z) pour z > —1.

-1,
In()

Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X x1 flz,t) =
avec X =] —1;+00[et I =]0;1][. On vérifie :

e Soit z € X. On at— f(z,t) € €m(I,R) avec f(z,1) -y 1 donc prolongeable par continuité
t—>
en 1 et

Yy 1 B 1
t f(f[',t) tzo—m E) 0 <— f($,t) o o (Zf_QC) avec —x <1

d’ou l'intégrabilité en 0 par comparaison et critére de Riemann. Ainsi, application ¢ — f(z,t)
est intégrable sur I.

ePourt €l,onaz— f(x,t) € €(X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

V(z,t) € X x 1 g—i(:c,t) — (t— 1)t

0
e PourzeX,onatw— —f(x, t) € €pm (L, R) par théorémes généraux.

ox

e Domination : Soit ¢ > —1. On a



of
ox

et la dominante ¢ — t* est intégrable sur I par critére de Riemann. Par conséquent, la fonction
F est de classe € sur [a;+00| et ce pour tout a > —1 d’ou

Fe%'(]—1;+00],R)

V(z,t) € [a;+00[ x 1

9 (z, t)‘ o

2. Par dérivation sous l'intégrale puis linéarité car convergence des intégrales concernées par
critére de Riemann, on trouve

1 1

zr+2 14z

1
ve> -1  F() :/ (t— 1)t dt =
0

2
D’ou Vo > —1 F(m)zln(agjL >—|—a avec a€R
z+1
t—1
On remarque Vtel 0< <1
In(t)
d’ou V(z,t) e X x1 0< fx,t) <t*
! 1
et aprés intégration Vo € X 0<F(x) < / trdt =
0 r+1
Par encadrement, il vient F(z) —— 0
T—r+00
2
On conclut Ve > —1 F(z) =1In (m i >
r+1
Fn particulier, on t F(0) = /1t Lt = n(2)
n particulier, on trouve n
P ’ o In(?)

Variante : Sans invoquer I'inégalité In(t) < ¢ — 1 pour ¢t € I, on peut aussi observer que

In(t)

conclure comme précédemment.

t—

est prolongeable par continuité sur le segment [0;1] donc bornée sur ce segment et

Exercice 4 (***)

+00 2
Pour z € R, on pose F(z) = / exp [— <t2 + 2 )} dt
0

1. Montrer que F est définie et continue sur R.
2. Montrer que F est ¢! sur ] 0;+00].
3. Former une équation différentielle vérifiée par F sur ] 0;+o00 |.

4. En déduire une expression simple de F sur R.

2
Corrigé : 1. On pose V(x,t) € X x 1 f(x,t) = exp {_ <t2 + ; )}

avec X =R et I =]0;+00]. Vérifions les hypothéses du théoréme continuité sous I'intégrale.



e Pour x réel, on a t — f(z,t) € €, (I, R) par théorémes généraux.
e Pourt el onaxw— f(x,t) € €X,R) par théorémes généraux.
e Domination : On a
V(z,t) € X x 1 |f(x,t)] < @(t) avec o) =e "
1
On a ¢ € 6,m(I,R,), intégrable sur I puisque p(t) = o <—> Ainsi

t—+o0 12

’La fonction F est définie, continue sur R. ‘

2. On note X’ =]0;+o0[. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous l'intégrale.

e Pour z € X', on a t — f(z,t) € €,m(I,R) et intégrable d’aprés la domination de la question
précédente.
e Pourtel,onax— f(z,t) € ¢ (X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

of 2x ,  Z°
: of - o
e Pourz e X',onat— a—(az, t) € €pm(L,R) par théorémes généraux.
x
e Domination : On procéde localement. Soit [a;b] C X'. On a
a2
0 Tz
V(z,t) e X' x1 ‘8—f(x,t)' < p(t) aveec o(t) = 2bet2 e "’
x
1
On a ¢ € €,m(L,Ry) avec p(t) = o (—> et ¢(t) — 0 par croissances comparées puisque
t—+00 12 t—0
a2
iz
lim S~ = lim uZe~@" =
t—0t+ 12~~~ u—too

u=1/t

La fonction ¢ est donc intégrable sur I et par conséquent, la fonction F est de classe € sur tout
segment [a;b] C X" d’oi

Fe?'(]0;+0[,R)

3. Par dérivation sous l'intégrale, il vient

, B +ooaf _ +00 21, [ (2 $2>:|
Ve >0 F'(z) = i %(x,t)dt—/o ~ 73 OXP |- t+t—2 dt

x
Avec le changement de variables u = 2 on obtient I'égalité (la convergence étant assurée)

e 2x x? oo x?
/0 — 7 &P [— (tQ—l—t—Q)] dt:—2/0 exp [— (E—l—uzﬂ du

Ainsi Ve >0 F'(z)+2F(x) =0
4. On en déduit Ve >0  F(z)=Xle
Par continuité en 0, il vient A = F(0) = ~—. Enfin, la fonction F est bien définie sur R et est

) 2
paire d’ou

VeeR  F(x)= \/T%G_QM




Exercice 5 (***)

Soient a,b > 0.

1. Justifier I'existence pour z réel de
+00 e —at __ e—bt
F(z) = / — cos(zt) dt
0

2. Montrer que F est de classe ¢! sur R puis calculer F’.

3. En déduire une expression de F(x) pour x réel.

—at __ ,—bt
Corrigé : 1. On pose V(x,t) € X x 1 f(z,t) = % cos(xt)
avec X =Ret [ =]0;+00[. Pour z € X, on a t — f(z,t) € €pn(l,R) par théorémes généraux
puis
1—at—(1—0t)+o(t)

f(z,t) = " cos(xt) = (a — b+ o(1)) cos(xt) P b
—
: 1
et par croissances compareées f(z,t) = o <_>
t—+00 t2

On en déduit Pintégrabilité de ¢ — f(x,t) sur I et par conséquent

| La fonction F est bien définie sur R. |

2. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous I'intégrale.

e Pour x € X, on at— f(z,t) € €pn(l,R) et intégrable d’aprés 'étide précédente.
ePourt €l,onazw— f(x,t) € €(X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

V(z,t) e X x1 %(m, t) = (e —e ) sin(at)

0
ePourze X, onatr a—f(:v, t) € €pm (I, R) par théorémes généraux.
x

e Domination : On a

V(z,t) e X x 1 ’g—f(x,t)‘ <p(t) avec o(t) =e 9 +e ¥
T

a b :_+E'

|: e—at e—btj|+Oo 1 1
0 a/

+00
On a ¢ € 6, (I,R,) et ¢ intégrable sur I puisque / o(t) dt =
0

Ainsi F e ¢'(R,R)

Soit = réel. Par dérivation sous 'intégrale, il vient
+00 af +00o
F'(z) = / —(z,t)dt = / [e ™ — e~ sin(xt) dt
o Oz 0

+00 +00
Par convergence absolue de / e~ (-9t q¢ et / e (@@=t q¢ 1l vient
0 0

b—ix a-—ix

+00 ) ) 1 1
F'(z) =Im / [e 7070t — e ~(a=i)l] ¢ = Tm ( )
0

x x
b2 + 22 a2+ 22

D’ou VzeR F'(x)

7



3. Par intégration il vient

1 b + a?
Ve e R F(x):—ln(—)—l—a avec a€R
2 a? + 22
Pour déterminer lim F(x), on emploie une technique a la « Riemann-Lebesgue ». On pose
T—+00
e—at - e—bt
vVt >0 o(t) = ;
. sin(xt) L
Les fonctions ¢ et t — sont de classe " sur I avec
x
sin(xt) sin(xt)
PO 5 0 et vl —— 500

sin(zt) 4t

+oo +0o
Ainsi, d’apreés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / ©(t) cos(xt)dt et / o' (t)
0 0 x

sont de méme nature donc convergentes et on a

F(z) = /0+Oocp(t) cos(zt) dt = {gp(t)

sin(xt)] ol / (0 sin(at) at

T T

t(—ae ™ +be M) —e7 4o

t2
t2(a? — b?) /2 + o(t? a® — b? 1
(= 8)/2+0(") o o, = of2)

t—+o00

Par dérivation Yt >0 O(t) =

d'ou <p’(t) th t2 t—0 2

Ainsi, la fonction ¢’ est intégrable sur I et par inégalité triangulaire

/0 (1) sin(at) dt] < /O o) ar

Par suite Flz) = — ——0

On en déduit o = 0 et finalement

1 b2 2
Ve e R F(x) = §ln (l)

Exercice 6 (***)

% Arctan (x tan(t))
tan(t)

On pose Ve e R F(z) = / dt
0

1. Montrer que F est de classe €' sur R.

2. En déduire une expression simple de F(z) pour x réel.

s
2 ™

3. En déduire /02 ﬁ dt = gln(Q) et /0 In(sin(t)) dt = D) In(2)

Arctan (x tan(t))
tan(t)

Corrigé : 1. On pose V(x,t) € X x1 flz,t) =

avecX:RetI:]O;g[. On vérifie :



e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,n(l,R) avec

f(z,t) ;? x et f(x,t) t—) 0

[ME]

T
La fonction est prolongeable par continuité en 0 et 5 donc intégrable sur I.

e Pourt €I, on ax— f(x,t) € ¢'(X,R). Par dérivation, on trouve

aof B 1
v(z,t) € X x1 %(x,t) 14 (wtan(t))?
of
e PourzeX,onat— a—(x,t) € Cm(LR).
T

e Domination : On a

V(z,t) e X x1 ‘%(z,t) < p(t) avec @(t)=1

La dominante ¢ est clairement continue par morceaux, intégrable sur I. Ainsi

F e ¢(R,R)

2. La fonction F est clairement impaire. On restreint I'étude & x > 0. Par dérivation sous
I'intégrale, on trouve
2 dt

1 + (xtan(t))?

Ve >0 F’(x):/
0

Le changement de variable v = tan(t) donne

+00 du
Ve >0 F'(x) =
! (=) /0 (T+ud)(1 + a2u?)

Par décomposition en éléments simples, pour x # 1, on obtient

1 feer x? T 1
(@) 1—3:2/0 1+ 1+a22] T 2144

et 1'égalité vaut aussi pour x = 1 puisque F est de classe € sur R donc F’ continue en 1. Par
intégration, on trouve

V>0  F(x)=F(0)+ /xF’(v) dv = gln(l + )

gln(1+x) siz >0
Ainsi VeeR  F(x)= -
—§1n(1—x) six <0
Remarque : Pour faire efficacement la décomposition en éléments simples, on peut considérer
1 ?v+1—2*(v+1) 1

(14+v)(1+22v) (140)(1+22v) 1— a2

et I'appliquer en v = u?.

3. On a Arctan (tan(t)) =t pour t € [O ; g [ d’otl

/g L at=F(1) = Zin(2)

tan(t)




Les fonctions ¢ — ¢ et ¢ — In(sin(¢)) sont de classe € sur [O; [ avec

N S

tIn(sin(t)) = tIn(t + o(t)) — 0 et tln(sin(t)) — 0

s
t%a

s
2

3
D’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / tan(?) dt et / In(sin(t)) dt sont
o tan 0
de méme nature donc convergentes et on a

™

e I : %nsin
Atw@dﬁ%w$ﬁ@% [ oy a

Ainsi /2 In(sin(t)) dt = —g In(2)
0

Exercice 7 (***)

"In(1 + z cos(t))

dt
cos(t)

On pose Ve e[—-1;1] F(w):/
0

1. Montrer que F est définie, continue sur [—1;1].
2. Montrer que F est de classe € sur | —1;1].

3. Déterminer une expression simple de F(z) pour z € [—1;1].

In(1 + z cos(t))

Corrigé : 1. On pose  V(z,t) € X x I flz,t) = 0
COS

avec X =[—1;1] et I=]0;7[. On veérifie :
e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) avec notamment un prolongement par continuité en
T .
5 buisque
In(1 + x cos(t))
cos(t) T

> T

e Pourtel,onazx— f(z,t) € €(X,R) par théorémes généraux.
e Domination : En distinguant selon le signe de x et cos(t), on obtient
_ |In(1 +cos(t))| + [In(1 — cos(t))|

Yt eXxT ()] <plt) avec () cos(t)]

. , .., 7T m .
On considére ¢ prolongée par continuité en 5 avec ¢ <§) = 2. Par ailleurs, on a

Plt) 2t et plm = 1)t = (1)

Ainsi b = ( 1 ) b o(l) = ( 1 >
insi o =0 7i et o(t) = o W
d’ot son intégrabilité sur I. On conclut

Fe?(-1;1],R)

2. Soit X’ =] —1;1[. On vérifie :
e Pour z € X', on at— f(x,t) € 6,,(I,R), intégrable sur I d’aprés la domination précédente.
e Pourt €I, on ax+— f(z,t) € €' (X',R). Par dérivation, on trouve

10



, af B 1

Ox
of
e Pourx e X', onat— a—(x,t) € Gm(L,R).
T

e Domination : Soit a € |0;1[. On a
1
T 1-a
et 1 clairement continue par morceaux et intégrable sur I. Ainsi, la fonction F est de classe €

sur [—a;a] pour tout a € ]0;1[ et par conséquent

Fe¢'(]-1;1[,R)

V(z,t) € [—a;a] x1 ’%(m,t)‘ < Y(t) avec Y(t)

3. Par dérivation sous l'intégrale, on trouve

_ . [Tof [T dt
Vee]—1;1] F'(z) = i 8:E(x,t)dzf—/o [p—

t
On effectue le changement de variable u = tan (5) Soit ¢ : |0;+00[ = ]0;7 [, u +— 2 Arctan u

fonction de classe 6, bijective, strictement croissante. On obtient par convergence et donc
égalité des intégrales concernées

/W dt _/+°° 2 du
o L+xcos(t) Jo T14az+(1—x)u?

Pus /*00 2 du 2 [ 1—95A ) ( /—1—35)]*“’ T
uis = rctan u = ——
o l+z+(1—-2)u? 1-—=x 1+2 1+x/1, V1 — 22

Ainsi Vee]—1;1] F(x) = F(0) +/ F'(u) du = 7 Arcsin «
0

La fonction F étant continue sur [—1;1], on conclut

Ve e[—1;1] F(z) = 7 Arcsin x

11



