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Feuille d’exercices n°14

Exercice 1 (**)

On note SL, (Z) 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans Z et de déterminant
égal a 1. Montrer que (SL,(Z), x) est un groupe.

Exercice 2 (***)

Soit E un K-ev de dimension finie et G un sous-groupe de GL(E) de cardinal fini n. Montrer

dimﬂKer(g—id) = %Z Tr(g)

Exercice 3 (**)

Soit (A, +, X) un anneau non commutatif et « € A qui posséde un inverse a droite et un seul.
Montrer que a posséde un inverse a gauche.

Exercice 4 (**)

Soit I un idéal d’un anneau commutatif (A, +, x). On définit le radical de I noté R(I) par
RID)={ze€A|IneN : 2" el}
1. Montrer que R(I) est un idéal de A contenant I.

2. Montrer que pour I, J des idéaux de A, on a

IcJ=R(IO)cRJ) RINJ)=RIONRU) R +RJ)CRI+J)

3. Soit I idéal de A. Montrer R(R(I)) = R(I)

Exercice 5 (**)

Que peut-on dire d’une suite croissante d’idéaux de (K[X],+, x)?

Exercice 6 (**)

Un idéal I d’un anneau commutatif (A, 4, X) est dit premier si
Ve,ye A zyel =— xeclouyel

Décrire les idéaux premiers de (K[X], +, x).

Exercice 7 (***)

n—1

Soit n > 2. On pose P(X) = >_X*. On suppose qu'il existe A,B € R[X] non constants et
k=0

unitaires tels que AB = P. On note r = deg A et s = deg B. Montrer

1 1
A=XA(= B=xXB(-
(X) et (X)

1



Exercice 8 (**)

Soient xg, ..., x, des réels deux a deux distincts. Montrer

1 n
T, .. A) ER™L | VP € R,[X] /P(t) dt = S AP (a)
0 k=0

Exercice 9 (***)

1. Déterminer les polyndmes complexes surjectifs.
2. Déterminer n entier pour que 'application définie sur C par z — 2" soit injective.

3. En déduire les polynomes complexes injectifs.

Exercice 10 (*%*)

On note U = {z € C,|z| = 1}. Pour P € C[X], on pose
17

=)

1. Pour k € Z et P € C[X], déterminer ¢,(P) en fonction des coefficients de P.

2. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(U) C R.

VkeZ ¢ (P) P(e't)e ~1k d¢

Exercice 11 (***)

Soit P = X3 + pX + ¢ avec p, ¢ complexes. Montrer
P admet une racine double <= 4p3 + 27¢*> = 0

Exercice 12 (***)

n—1
Soit P = X" + > a;X* € C[X] unitaire. Montrer que toute racine w de P vérifie
k=0

lw| <14+ Max |ag]
ke[0;n—1]

Exercice 13 (***)

Déterminer 'ensemble des polynomes P € R[X] tels que P(U) C U.



