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Feuille d’exercices n°18

Exercice 1 (**)
Soit E un K-ev de dimension finie, f, g € Z(E) tels que go f =0 et f 4+ g € GL(E).
Montrer rg (f) +rg(g) =dimE et E=Im f@dImyg

Corrigé : Ona E=Im(f+¢9g)CImf4+Img = Imf+Img=E
Puis, d’aprés la formule de Grassmann, on a
rg (f)+rg(g9) > dimIm f+Im g =dimE
Par ailleurs, comme g o f = 0, alors Im f C Ker f puis le théoréme du rang donne

dimE =rg (f) + dimKer f > rg(f) +rg(9)

En particulier, on a rg (f)+rg(g) =dimIm f+1Im g

et toujours avec la formule de Grassmann, on conclut

rg (f) +rg(g) =dimE et E=Im f@®Img

Exercice 2 (***)

Soit f € Z(E) avec E un K-ev de dimension finie tel que f3 = 0.

1. Montrer rg (f) +1g(f?) < dimE

2. Montrer 2rg (f?) <rg(f)

Corrigé : 1. D’apreés le théoréme du rang, on a

dimE =rg (f) + dim Ker f

Or f2=0 <<= fof?=0<+= Im f2CKer f
d’onl rg (f?) < dimKer f

Ainsi rg (f) +1g(f?) < dimE

2.0mn a Imf‘lmf ={f(x),z € Im f} ={f*(t),t € E} =Im f?
et Kerfhmf ={relm | f(zr) =0} =Ker fNnIm f
D’aprés le théoréme du rang appliqué a fhm ;oona

dim Im f:rg(f‘lmf ) + dim Ker f\Imf =r1g (f?) +dimKer fNIm f

et Im f2 c Ker fNIm f

D’oil 21g (f?) <1g(f)




Exercice 3 (**)

Soit E un K-ev de dimension n et 2 = (eq, ..., e,) une base de E.
1. Montrer qu’il existe une unique famille (€)i<;<, € Z(E,K)" telle que
V(i,j) e [1in]?  eie;) =0y
2. Justifier que (€})1<;<n est une base de Z(E, K) sans utiliser dim .Z(E, K).

Corrigé : 1. La famille # étant une base, pour i € [1; n], il existe une unique forme linéaire
e; telle que e}(e;) =, ; et par conséquent

Il existe une unique famille (€})1<;<n, € Z(E,K)" telle que ef(e;) = &;; pour tout (i,5) € [1; n]>

2. Soit (;)1<i<n € K™ tel que Y oyef = 0¢mx). Pour k € [1; n], il vient
i=1

(Zaw}‘) (er) = > b =ap =0
i=1 i=1

ce qui prouve la liberté de la famille. Soit f € Z(E,K). Sans difficulté, on vérifie que la forme

[ = > f(ex)er s’annule sur la base & ce qui prouve sa nullité et donc le caractére générateur de
k=1
(€f)1<i<n pour Z(E,K). On conclut

La famille (ef);<i<, est une base de Z(E, K).

Remarque : La base #* = (e])1<i<n est appelée base duale de la base Z. On en déduit
notamment ’égalité fondamentale

dim Z(E,K) =dim E

Exercice 4 (***)

Soit E un K-ev de dimension n et (¢1,...,¢,) une famille libre de formes linéaires sur E. On
pose
E— K"
{33 — (1(2), - pn(2))
1. Montrer que 'application ® est un isomorphisme.
2. En déduire l'existence d’une base (g1,...,¢,) antéduale a (¢1,...,¢,), ¢’'est-a-dire véri-
fiant

V(i,7) € [1;n]>  @ile;) = iy

Corrigé : 1. On a clairement ® € Z(E, K"). Supposons I'application ® non surjective. Il existe
alors un hyperplan de K" contenant Im & ce qui équivaut a 'existence de aq, ..., «a, scalaires
non tous nuls tels que

Ve e E > appr(z) = 0g
k=1

n

autrement dit Y agpr = 0 et contredit la liberté de (@1, ..., ¢,). Par conséquent, 'application
k=1

® est surjective entre deux espaces de méme dimension d’ou



’L’application ® est un isomorphisme. ‘

2. Soit (eq,...,e,) la base canonique de K". Pour tout j € [1; n], il existe ¢, € E tel que
P(e;) = ej, c’est-a~dire ¢;(g;) = d;; pour ¢ € [1; n]. On conclut

Il existe une base antéduale a (p1,...,¢,).

Exercice 5 (**)

Soit E un K-ev de dimension finie et u € Z(E). Montrer qu’il existe v € GL(E) et p projecteur
de E tel que u = v op.

Corrigé : Soit % une base de E et A = matgu. On dispose de P et Q dans GL,(K) telles que
A =PJ,Q dou A =PQQ1J,Q. On a PQ € GL,(K) et Q~1J,Q semblable a J, ce qui prouve
qu'’il s’agit d’une matrice de projection. Considérant v et p dans £ (E) tels que matgv = PQ et
matzp = Q1JQ, on conclut

Il existe v € GL(E) et p projecteur tel que u = v o p.

Variante : Soit S un supplémentaire de Ker u et S’ un supplémentaire de Im wu. Les sev Ker u et
S’ ont méme dimension donc sont isomorphes. Soit ¢ : Ker u — S’ un tel isomorphisme. On note
p le projecteur sur S parallélement & Ker u et on pose v =uop+ ¢ o (id —p). On a clairement
vop=u puis, pour r € E

o) = 0 <= u(p(x)) + ¢ o (id —p)(x) = O
—_—— — —

€lm u es’

— u(p(z)) =0 et @o(id —p)(z) =0g
z) € Keru et (id —p)(z) =Og
)

(
Il en résulte que p(z) = Og et x — p(z) = Og d’ot x = Og. Comme v est un endomorphisme
injectif en dimension finie, on conclut

Il existe v € GL(E) et p projecteur tel que u = v o p.

Exercice 6 (**)

Soit A € A, (K) avec rg A =1 et Tr (A) = 0. Montrer que A est semblable & Ey ,,.

Corrigé : On a A? = Tr(A)A (résultat a savoir redémontrer) d’ou A? = 0. Soit E = K" et

u € Z(E) canoniquement associé a A. D’aprés le théoréme du rang, on a dimKer v = n — 1.

Soit 1 € E \ {Og} tel que Vect (g1) = Im u. Il existe ¢, € E tel que u(e,) = ¢; d'ott u(ey) =

u?(g,,) = Og. On compléte ensuite (1) en (q,...,6,_1) base de Ker u. La famille = (&;)1<i<n
n

ainsi construite est libre. En effet, soit (;)1<i<n € K™ tel que > a;e; = Og. On applique u et il
i=1

vient a,e1 = O d’ott v, = 0 puis la nullité des autres «; par liberté de (e1,...,e,_1). La famille

A est libre, de cardinal égal & dimE ce qui en fait donc une base et on a matgu = E;,. On

conclut

Les matrices A et E;, sont semblables.




Exercice 7 (***)
Soit E un K-ev de dimension n entier non nul.
1. Soient u, v dans .Z(E). Montrer
rg (v) —rg (uowv) < dim Ker u
2. Soit u € Z(E) nilpotent d’indice p.
(a) Montrer que la suite (Ker u*),, croit strictement puis stationne.

(b) Etablir L <dimKeru<n—p+1
p

Corrigé : 1. En appliquant le théoréme du rang a U il vient

rg (v) =rg(uov)+dimKer uNIm v

D’ou rg (v) —rg (uowv) < dimKer u

2.(a) La suite (Ker u*);, est clairement croissante et stationnaire puisque u* = 0 pour tout k > p.
Supposons Ker uf = Ker u*! avec ¢ < p et notons (k) : Ker u* = Ker u**1. Supposons & (k)
vraie pour k > (. Si x € Ker u**2 on a u(x) € Ker ! = Ker u* d’ou z € Ker u*! ce
qui prouve Z(k + 1) vraie. Par conséquent, la suite (Ker u”“)lC stationne & partir de £ < p et
Ker u* = Ker w? = E ce qui est absurde par choix de p, ordre de nilpotence. Ainsi

{0g} =Keru’ G Keru G ... & Ker v’ =E

2.(b) D’aprés le résultat de la question 1, on a
Vk € N rg (uf) — rg (u*!) < dim Ker u

Par sommation téléscopique, on trouve

p—1

> [rg (uF) —rg (WF)] = rg (u°) — rg (u?) =rg (id) = n < pdimKer u
k=0
p—1
et [dim Ker v — dim Ker uk} = dim Ker v? —dimKer u =n —dim Ker v > p — 1
k=1 M
On conclut n <dimKeru<n—p+1
p

Remarque : On peut aussi formuler ce résultat comme un encadrement liant rang d’un endo-
morphisme nilpotent avec son ordre de nilpotence

1
p—lgrg(u)gn(l——)
p

Exercice 8 (***%*)

Soit n entier non nul et M € ., (K).
1. Montrer que si rg M = 1, alors M? = Tr (M) M.

Dans ce qui suit, on suppose que M vérifie la relation M? = Tr (M)M.

1
2. Si Tr (M) # 0, montrer que rg (M) = 1. On pourra considérer A = XM avec A\ = Tr (M).



3. Si Tr (M) = 0, décrire les classes de similitude de M.
Corrigé : 1. Il existe une colonne X de M non nulle. Toutes les autres colonnes de M sont coli-
néaires a celle-ci ot M = (y;X| ... |y,X) = XY " avec Y dans .#, 1 (K). Puis, avec 'associativité
du produit matriciel, il vient
M2 =(XYNH)(XYD) =XY'X)YT = (Y'X)M
K
S

Or, d’aprés la propriété fondamentale de la trace, on a

Tr(M)=Tr (XYT) =Tr(Y'X) =YX

Ainsi M2 = Tr (M)M

1
2. On suppose Tr (M) # 0 et on note A = Tr (M) et A = XM On observe

1 1
2 _ 2 _ _
A = EM = EAM =A
La matrice A est donc matrice de projecteur. Or, pour un projecteur, en considérant une base
adaptée a celui-ci, on obtient que son rang est égal & sa trace et on a clairement Tr (A) = 1. On

en déduit rg (A) = 1 et pour M = AA avec A # 0, on conclut

Si M? = Tr (M)M et Tr (M) # 0, alors rg M = 1.

3. On suppose désormais Tr (M) = 0. Soit u € Z(K") canoniquement associé & M. On a

Im u C Ker u. Soit (g1, ...,&,) une base de Im u que 'on compléte en (eq,...,g,) base de Ker u

(¢ = r). Puis, pour i € [1; r], il existe €,4; € E tel que ; = u(g,44). On a g+ r = n d’aprés

le théoréme du rang. Notons & = (e1,...,&,) et montrons que c’est une famille libre. Soit
n

(a1, ..., ) € K" tel que > a;e; = 0g. On applique u et il vient

i=1
n n T

U (Za) = > au(g) = Y agic =0g
i=1 i=q+1 i=1

On en déduit a4 = ... = a,, = 0 puis, par liberté de (e1,...,¢,), on obtient la nullité des
autres coefficients. Ainsi, la famille £ est libre de cardinal n ce qui prouve que % est une base

de E et on a
011,
matgu = K, avec K, = 010 et 2r<r4+qg=n

Si M2 = 0, alors M est semblable avec K, avec 2r < n.

Remarque : Dans le cas ot Tr (M) = 0, le rang n’est donc pas nécessairement 1 mais seulement
<n/2.



