ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°07

Exercice 1 (*)

Nature de la série de terme général :
1. e~ V() 2. In(th(n)) 3. Yn+1—/n
Corrigé : 1. On a /In(n) < In(n) pour n > 3 d’ou

1
Vn>3 e VRM > >
n

Par comparaison La série S e~ V™ diverge.

n>1

2. On a th(n) —— 1 d’ou

n—oo
e —e" —2e "
In(th ~ th —1 et th —l=——1l=——— ~ 2
n(th(n) ~ th(m) =1 et th(n) 1= S0 1= 2T o g
S AT ~ —9a2n
d’ou In(th (n)) ot 2e

2

La série Y. — 2e 72" converge en tant que série géométrique de raison e ~2 et d’aprés le critére

des équivalents (licite, signe constant), on conclut

La série > In(th (n)) converge.

n=1

Remarque : On peut aussi rédiger
In(th (n = Ofe
(th(n) = Ofe™)
Par comparaison a une série géométrique, on obtient la convergence absolue et donc la conver-
gence.

3.0na T gi= g (ei0) ) e (o)) ~

n? n? n—+oo N2

D’apreés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs et d’apreés le critére de Riemann,
on conclut

La série Y /n+ 1 — /n converge.

n>1

Remarque : On peut aussi rédiger

n—+00 n?

Par comparaison et critére de Riemann, on conclut a la convergence absolue et donc la conver-
gence.

Exercice 2 (**)

Nature de la série de terme général :



(n+2)!
n—1
Sk :
. _ k=1

Corrigé : 1. On a Vn e N Up, (n 12 + D +2)
n—1

Puis VEe[l;n—1] 0< Y K<(n—1)n-1!=n!
k=1

o n! 1 1
Ansi 0<“"<m+o(ﬁ):0<ﬁ)

Par comparaison et critére de Riemann, on conclut

’La série > uy, converge.‘

2. La série est a termes positifs. Avec la relation fondamentale de Arctan, on a pour n > 1

3 3
(z Arctan (n2)> = <1 — g Arctan (i>) = exp [n3 In <1 — — Arctan (—))}
T T n? T n?

Avec les développements Arctan u = u + O(u?) et In(1 + u) = u + O(u?), on trouve
2 S\ , 2
— Arctan (n®) | =exp |n’In{1-— +0O
™m

T
2 1

_ 3 -

- P {n ( 7m2+o<n4)

D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant

1
)]zexp(—%%—O(l)) ~ o7

n—+oo

~—

et par convergence de la série géomé-
. . _2
trique de raison e ~ =, on conclut

3

2 n
La série ) <— Arctan (n2)> converge.
T

3. Avec I'équivalent de Stirling, on a
In(n)" n
i (3)
n! n—+0o0o n(n) n \/%

e\" 1 1
et n2lnn”<—> = ex {2lnn +nln(ln(n)) +n —nln(n) — = In(27n
7 ()" = = e |21n(0) + nin(n(w) () = 3 In(2mn)
=exp|[—nln(n)(1 +o(1)] —— 0
n—oo
1 n 1
d’ou a(n) =0 <—>
n! n?
Par comparaison et critére de Riemann, on conclut
1 n
La série > n(n) converge.
n>1 n‘

In(n)"
n!

Variante : On procéder sans 1’équivalent de Stirling. Notant u, = pour n entier non

nul, on a



Unt1 _ <ln(n + 1))” In(n + 1)
Up In(n) n-+1
et (%)" = exp {nln <1 + lngn) In (1 + %))} = exp <ﬁ(1 + 0(1)) — 1

Un+1
LA N

Uy N0

Vn € N*

d’ou

On conclut avec le critére de d’Alembert.

Exercice 3 (*)

Etudier la nature de la série en fonction du parameétre g € R.

Senln(n)?d

1

Corrigé : S5i 5 <0, on a Vn > 2 —_— >
nlin(n)?

1
n

d’otu la divergence de la série ,;nln(n) W

est continue, décroissante, positive sur [2;+o00 [ donc, par comparaison série/intégrale, la série

dt
tIn(t)?

5 bar comparaison. Pour g > 0, la fonction ¢ —

+0o0
3 est de méme nature que l'intégrale / . Enfin, avec le changement u = In(t),
2

nsanln(n)

+0o0 dt +00
les intégrales et — sont de méme nature. Ainsi, avec le critére de Riemann,
2 tln(t)? 2 U

on conclut

1
La série > ————

converge si et seulement si § > 1.
asanln(n)?

Exercice 4 (**)

Nature de la série de terme général :

L sin (7v/1+n?) (—1)"

vn

Corrigé : 1. Avec le développement usuel v/1 + u =, 1+ g + O(u?), on trouve
uU—

U, = sin (ﬁm) = sin (Wm/ 1+ %)
= sin <7m <1 + 2—7112 +0 <%))>
(g o)) oo (2)

La série Z(—l)nQ— converge car vérifie le critére des séries alternées et la série Y O <—3>
n>1 n n=1 n

converge par critére de Riemann. Ainsi

La série ) sin (m/ 1+ n2) converge.

3. sin (7r(2 + \/3)")

2. 4/1+ -1




2

2. Avec le développement usuel v/1+u =1+ g - % + o(u?), on obtient

Up = 1+%—1:%—$+0<%>

La série > (=1 vérifie le critere des séries alternées et donc converge. En revanche, on a

n=1 \/_
1 1 1
——+o<—> ~ —— <0

n/) n—-+oo  8n

D’aprés le critére des equ1valents (licite, signe constant a partir d’un certain rang) et le critére

de Riemann, la série ) [un diverge et par conséquent

n=1 ]
La série > (1/ ) diverge.
n>1
3.0n a

WneN  (2+v5) +(2-v5)" = 2 ()2 [(\/5)

Ainsi Vn €N sin((2+ V5)") =sin (27N, — 7 (2—/5)") = —sin (7 (2—v5)")
D’ou, avec [sinu| < |u| pour u réel; il vient
Vn e N up| < (V5 —2)"

Par comparaison & une série géométrique de raison dans | 0;1[, on conclut

La série Y sin <7r (2 + \/5>n> converge absolument.

Exercice 5 (*)
Soit a > 0. Nature des séries de terme général :

1 (-1)" (D
1. zn:ka 2. T (D 3.1 <1 + )

Corrigé : 1. Pour n entier non nul, on a d’aprés le théoréme de convergence des sommes de
Riemann appliqué & la fonction ¢ — t* continue sur [0; 1]

n 12 (E\® nott
ke = a+1 (_) ~
k; -2

ni=1 \n n—+oo ¥ + 1

1 a+1
>k
k=1

D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on conclut

D’ou

n—+oo notl

La série > —
> ke
k=1

converge pour tout o > 0.




2.0n a

O S (1)) - S e ()

[\

~\~
Un Wn

La série Y v, vérifie le critére des séries alternées. Puis
1

~ <0
n—+oo  2n30/2

Wn

Ainsi, d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on a

2
> w, converge <— «a > 3

-1 : .
(=1 converge si et seulement si o > —.

3.0n a In <1+ (_1)n> _ (=" 1 —i—o( 1 )

ne ne 2n2a n?a

N

On conclut La série >

-~
Un, Wn,

La série Y v, vérifie le critére des séries alternées. Puis

~  —

" n—+oo  2n2a

Ainsi, d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on a

1
> w, converge <= a > 3

(=n"

na

On conclut La série > In (1 + ) converge si et seulement si o > 7

Exercice 6 (*)

+00
Montrer la convergence puis calculer / (t—[t])e " dt.
0

Corrigé : On pose f(t) = (t—|t])e " pour t > 0. On a f € €,n([0;+00[,R). Comme

1
0 < t— [t] < 1 pour tout t réel, on a par croissances comparées f(?) =0 (t_2> d’on
—400
I'intégrabilité de f par comparaison et critére de Riemann. Puis, on a
+00 n n—1 prk+1 +o0 fn+l
f(t)dt = lim f@)dt= lim > f&)ydt= > f(t)dt
0 n—+0oo 0 n—+0oo k=0 k n=0 n
d’ou
+oo +oo [l +00 1 n+1 +00
f)yde =3 (t—n)e~tdt =3 [~(t—n)e " +/ e tdt= > (1—e He™
0 n=0Jn n=0 n n=0
+0o0 1 _ 2 —1
On trouve / (t—[t])e tdt = o
0 1 - 6_1




Exercice 7 (**)

Soit f € €,m(R:,R) fonction décroissante de limite nulle en +oo. On pose

(n+1)
Vn € N Up = / f(t)sin(t) dt

+0o0o

Etudier la nature de la série > u, puis la nature de l'intégrale f(t)sin(t) dt
0

Corrigé : La fonction f est décroissante de limite nulle donc positive. Avec le changement de
variables © = t — nm, on obtient

Vn e N Uy = / f(u+ nm)sin(u + nr) du = (—1)”/ f(u+ nm)sin(u) du
0 0
La série Y u, est donc alternée. Par décroissance de f, on a

Vn e N /wa(u + (n+ 1)m)sin(u) du < /Oﬁf(u + n7) sin(u) du

et / f(u+ nm)sin(u / f(nm)du =7 f(nm) = o(1)

Ainsi, la série > u, vérifie le critére des séries alternées et par conséquent

(n+1)7r
La série Z/ (t) sin(t) dt converge.
Soit x > 0. Pour n entier, on a
x
nmr<r<(n+)r <= n= {—J
T

x .
Notons n, = L—J Comme n,m > x — m, on a n,m — +00. Puis
T T—+00

£ sin(t) df — /0 " ) sin() dt‘ _

' f(t)sin(t) dt‘

< / (t)dt < (x —ngm)f(nem) < wf(nem) —— 0
r—+00
Ng T ny—1 +00
et / f(@)sin(t)dt = > up —— > uy,
0 k=0  TT7F0 n—0

D’aprés ce qui précede, la fonction x — / f(t)sin(t) dt tend vers la méme limite pour z — +00

et on conclut

+oo fn+1)m +00

Z f(t)sin(t) dt = f(t)sin(t) dt

nmw 0

Exercice 8 (**)

1. Montrer V(z,y) € (]R+)2 Arctan () — Arctan (y) = Arctan (1::__ i )
xry

2
2. Convergence puis somme de la série > Arctan (—2>
n>1 n



b | 3

2
Corrigé : 1. Par trigonométrie, on trouve pour (a,b) € } —g ; g [ tel que a — b € } —g ;

tan(a) — tan(b)

tan(a — 0) =
( ) 1 + tan(a) tan(b)
T Om . .
Comme Arctan tanu = u pour tout u € } —3i3 [, il s’ensuit

tan(a) — tan(b) >

rctan tan(a — b) = a P\ T tan(a) tan(b)

On a également tan Arctan u = u pour tout u € R. Pour (z,y) € (R,)?, on choisit a = Arctan (z)
et b = Arctan (y). Les conditions précedentes sur a et b sont bien vérifiées avec en particulier

—g < — Arctan (y) < Arctan () — Arctan (y) < Arctan (z) < g

Ainsi, en appliquant les relations précédemment obtenues, on trouve

2 o r—y
V(z,y) € (Ry) Arctan (z) — Arctan (y) = Arctan (1 n xy)

n+1l—(n—1) >
I+ (n+1)(n—1)
= Arctan (n + 1) — Arctan (n — 1)

2. On a Vn > 1 Arctan (3) = Arctan (

n2

Il s’agit donc d’une série téléscopique avec un décalage d’indices d’ordre 2. Pour n > 1, on a

n

n 2
> Arctan <ﬁ) = > [Arctan (k + 1) — Arctan (k — 1)]
k=1 k=1

n+1 n—1
= > Arctan (k) — > Arctan (k) = Arctan (n + 1) + Arctan n — Arctan 1
k=2 k=0

n 2 T 37
d’ot Arct <_) —_—_ = —
ol 192::1 retan | 5 | ——m— o=
. 2 sy 2 3m
On conclut La série > Arctan | — ) converge et »_ Arctan | — | = —.
n=>1 Tl2 n=1 n2 4

Exercice 9 (**)

Vérifier la convergence puis calculer la somme des séries suivantes :

1. Zﬂ T Ppa——

n>02n+1 n>1n4—|—n2—|—1

1
1) décroit et

Corrigé : 1. La série vérifie le critére des séries alternées puisque la suite (2
n

n

1
tend vers zéro. Avec 1'égalité / 2k dt = pour k entier, on a pour n entier par linéarité
0

2k+1
de l'intégrale

Sn — Z( 1)1 _ Z(_l)k/o t2kdt

2l = N
n 1 _ (_t2>n+1 T t2 n+1

= —t“dtZ/—dt:— —1"/ dt
0 kzzo( ) 0 1+ it =) o 1412

7



1t2(n+1) 1 1
Puis VYn € N 0< / dt < / 2 +l) q¢ =
0 0

1+¢2 2n+3
Ainsi L > (=1)" t £
insi a série converge et sa somme vaut —.
Zon 11 & 4
n 1 1 1
2.0n a Vn € N* _ == [ —
" " nt4+n2+1 2l(n—1n+1 nn+1)+1
1
Il s’agit donc d’une série téléscopique et comme > 0, on conclut
nn+1)+1 n-o
s e n
La série T;m converge et sa somme vaut 5

Exercice 10 (**)

Nature des séries de terme général :

oo Arctan (k) (=)™ S 1
1. 7 — > —
k:%:—i-l kvVk (=) 4 ZL]{; jme1 b In (k)3

Arctan (n) T
Ty i 2ny/n
Par sommation de relation de comparaison, on a

too Arctan (k) o

k:zn:+1 kVk — netoo S 26V E

Par comparaison série/intégrale, on a pour n entier non nul

/*O" dt oo ] oo dt
<

Corrigé : 1. On a

— <K - g -
1 tVE k::znj—&—lk\/E A

too Arctan
Ainsi
ke Zn:—l—l k\/_ n—>+oo \/_

+oo  Arct
Et on conclut La série > > rean diverge.
k=n-+1 k’\/_
—1)" no ]
2. On pose Vn € N* Uy = ( )n i et v, => —
(1)1 4> — =1Vk
=1Vk

Par comparaison série/intégrale, on a
o1 "dt

— ~ ~  2/n
kz::l\/En—hLoo 1 \/ﬁn—>+oo \/_



On a Uy, =

(=)t 4w, Ui (—1)n1
N N NS N R R
U, (1+ Uy, * (vn>> Uy, +vg+wn<vﬁ>

: =" . . .
La série ) ( vérifie le critére des séries alternées donc converge. En revanche, on a
n

1 n ( 1 ) 1 1

U% © U% n—+00 v% n—+oo 4n
et d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant), on en déduit la divergence > w,. On
conclut

—1)
La série > ( )n 7 diverge.
(14 3
k=1Vk

3. Par comparaison série/intégrale, on a pour n entier non nul

/*"O dt <+Zoo 1 </+°O dt
i (6?5 kIn(k)? T/, tin(t)?

Avec le changement de variable v = Int, on trouve

/+°° dt _/*oodu_ 1
. tin(t)3  J. w3 2In(n)?

+00 1 1

Par suite —_— ~ —
k=n1kIn(k)? novoo 2In(n)?
| ' PR
Par croissances comparées, on a - = o|—=
n n—+o0o ln(n)2
P 1 L > L d
ar comparaison, on conclut a série iverge.
P 2,2 Fln(ep

Exercice 11 (*%*)

Un+1 = \/2+un

Soit (uy), la suite réelle définie par {
Uy > 2

Montrer que u, — ¢ avec £ un réel & préciser puis déterminer la nature de la série > (u,, —¢).
n—o0

Corrigé : On pose f(z) =2+ x pour z
Vo > 2 flz) <2 <= 24z

> 2. La fonction f croit et on a

<22 <= (z-2)(z+1) 20 < z>2

Une récurrence immédiate donne (u,), minorée strictement par 2 et on a (u,), monotone et
donc décroissante et par limite monotone, (u,), converge. La limite ¢ est point fixe de la fonction
f continue sur [2;+00[ et f(z) =2 <= x=2don

Uy — 2

n—oo




La série Y (u, — 2) est & termes strictement positifs d’aprés I’étude précédente. La fonction f
étant dérivable en 2, il vient
un+1_2_f(un)_f(2> 1

= > ff(2)==<1
Uy — 2 Uy — 2 n—>oof() 4

D’aprés le critére de d’Alembert, on conclut

La série Y (u, — 2) converge.

Variante : L’approche la plus efficace consiste & observer que la fonction f est contractante. On
a f dérivable sur [2;+00 [ avec

1

1
vez2 J@) == S

D’apres I'inégalité des accroissements finis, il vient

V(z,y) € [2;+00 [ |f(z) = f(y)| < = |z —y|

d’otl Vn e N [tnt1 — 2] < le [ — 2|
Une récurrence immédiate donne
VneN |un—2|<4in|uo—2|
On obtient simultanément la convergence de la suite (u,), et de la série > (u, — 2).
Remarque : On pose Vn e N vy, = 4™ (U, — 2)

D’aprés le théoréme de Taylor-Young, la fonction f étant de classe 42 sur [2;+00 [, on a pour n
entier

i = 2= fo) = F(2) = F2) (0~ 2) + L2~ 22+ ol (s~ 2))
puis
In (UZ:1> =1In (4%:1—__22> =1In {4 (f’(Q) + @(un —2) +o(u, — 2))}

=1In(14+2f"(2)(u, — 2) + o(u, —2)) = 2f"(2)(up, — 2) + o(u,, — 2)

Un+1

Comme la série ) (u, —2) converge, on en déduit la convergence de la série ) In ( > et par
n

conséquent la convergence de la suite (Inwv,), et donc celle de la suite (v,,), vers une constante
C > 0, autrement dit

C
U, —2 ~ — avec C>0
n—+oo 4M

Déterminer la constante C semble une toute autre affaire ...

10



