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Feuille d’exercices n°11

Exercice 1 (**)
Soit f:]0;+00[ — R, concave, dérivable, croissante.
1. Montrer Vo >1 flz+1)— f(z) < fl(z) < f(x) — f(x —1)

2. On définit les suites (uy)n>1 €t (vn)n>1 par
neN u=(S70) -0 v=(SW) - s+
k=1 =

Etablir la convergence de (u,), et (v )n.

3. Pour f(z) = In(z) avec & > 0, déterminer un encadrement de v = lim w, & ¢ > 0 prés.
n—+o00

Corrigé : 1. Soit x > 1. D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a

da, € |ose+1[ | (@ +1)=f(a;) et Fh€]z—1;z[ | 7(—-12)=[f(b)
Comme [ est concave, la fonction [’ décroit et avec 'encadrement v —1 < 8, < x < o, < 2+ 1,
on obtient f'(Bz) = fl(x) = fl(ag)
autrement dit Ve >1 fle+1)— f(z) < fl(x) < f(z) — f(z—1)

2. Soit n entier non nul. On a
Up — Up—1 = f'(n) — f(n)+ f(n—1)<0 Up —Upe1 = f'(n) — f(n+1)+ f(n) =0
Ainsi, on a (uy,), décroissante et (v,), croissante. Par ailleurs, on a
VneN  f(n)< f(n+1) <= u, > v,

En particulier, on observe que w, > v, > vy pour tout n entier donc (u,), est décroissante
minorée et v, < wu, < ug pour tout n entier donc (v,), est croissante majorée. D’aprés le
théoréme de limite monotone, on conclut

Les suites (uy,)n et (v,), convergent.

3. Pour f(z) =In(x) avec z > 0, on a

n
. 1 1
Ainsi n>1+ |- = 0<y—v, <up—v, < —<c¢
€ n
Remarque : On a u,, — v, — 0 donc, pour f = In, les suites (u,), et (v,), sont adjacentes.
n—oo



Exercice 2 (***)
Soit f:R — ]0;+00[. Montrer
Inof convexe <—= Va >0 f& convexe
Corrigé : Supposons Inof convexe. Soit (z,y) € R? et A € [0;1]. On a
Inof(Ax + (1 = N)y) < Alnof(z) + (1 — ) Inof(y)

Ainsi, pour a > 0, d’aprés la propriété fondamentale du logarithme, il vient aprés multiplication
par «

Inof*Ax+ (1 = XNy) < Alnof*(z) + (1 — ) Inof*(y)
Enfin, par concavité de In, on trouve
Alnof*(z) + (1= A)Inof*(y) <In(Af*(x) + (1 = A)f*(y))

L’implication directe s’en déduit. Supposons f< convexe pour tout o > 0. Soit (x,y) € R? et
A€[0;1]. On a

Va>0  f*Az+(1-Ny) < Af*@) + (1 =N fy)

Posons Vo >0 o) =Af* )+ (1 =N f*(y) — f*“Oz+ (1= N)y)

On a p(a) = 0 pour tout > 0 (le résultat vaut aussi pour o« = 0 puisque p(0) = 0). Par
dérivation, il vient

Va0 @)= M) nof(n)+(1-A)f(5) o f(y) — F* O+ (1-N)g) nof (a—+(1-A)y)
et en particulier ¢'(0) = Alnof(z) 4+ (1 — A)Inof(y) —Inof(Az+ (1 — N)y)

() — ¢(0)

/ — |i >
Or, on a ¢'(0) il_)r% p—" >0
On conclut ’ln of convexe <= Va >0 f* convexe

Exercice 3 (***)

Soit f : R — R convexe. Montrer que f est continue.

Corrigé : Soient xg, a, b réels tels que a < xg < x < b. D’apreés 'inégalité des pentes, on a

T(z0, ) < T(20,0) <= f(z) < f(wo) + 7(20,b)(x — x0)

puis T(a,x0) < T(x0,2) <= f(x0) + 7(a,x0)(z — x0) < f(2)
Par encadrement f(x) — f (o)

On fait de méme pour x — x,. Ainsi

f € €°(R,R)




Exercice 4 (***)

Soit I intervalle ouvert de R et f : I — R convexe. Montrer que f est dérivable a droite et a
gauche en tout point de I.

Corrigé : Soient zy et x; dans I tels que z¢g < x;. D’aprés I'inégalité des pentes, on a
Veeln]-co;z| T(x,20) < T(0, 1)

L’application 7(-,z0) croit sur I N ] -0o;zq[ et est majorée par 7(xo,z1). Par limite monotone,
elle admet une limite finie en x; ce qui prouve la dérivabilité de f a gauche en zy. On procéde
de méme a droite et on conclut

’La fonction f est dérivable & droite et & gauche en tout point de I.‘

Remarque : On en déduit en particulier la continuité de f puisque pour zy € I, on a
Vh >0 f(xo+ h) = f(xo) + f'(xf)h + o(h)

et de méme pour a gauche en x.

Exercice 5 (***)

Soit 1, ..., x, des réels positifs.
. n 1 n
1. Etablir o e < =X
i=1 ni=1
2. Montrer que cette inégalité est une égalité si et seulement si x1 = ... = z,.

Preuve : 1. L’inégalité est triviale si I'un des x; est nul. Sinon, par concavité du In, il vient
d’aprés I'inégalité de Jensen

Inp/[[zi=->_Inz; <In <—Zx2)
i=1 ni=1 Ni=1

Passant a ’exponentielle, on conclut

2. Le cas d’égalité est trivial si 'un des x; est nul. Supposons les x; > 0. Le sens indirect est
immédiat. Supposons les x; non tous égaux, par exemple x; # o sans perte de généralité. On

T1 + X9
pose Y1 = Yz =

puis y; = z; pour i € [3; n]. On a

(l’l + 5132)2

1 — (11 —19)* >0

Hyz > 1Ty <

||::]: Do

n
ce qui est vrai. Supposons H x; = le En observant —sz Zyi, il vient
Ni=1

_Exz \n/ ﬁ Ty < \n/ ﬁ Yi S | = _Exz

ce qui est absurde. On conclut

L’inégalité arithmético-géométrique est une égalité si et seulement si x1 =

I
&
3




Exercice 6 (****)

Soit f € €°(R,R) vérifiant

V(z,y) € R? f(

Montrer que f est convexe.

Corrigé : Soit (a,b) € R? On note
" Tk n
Vn € D, = {,;ﬁ’ (xk)ke[[l;n}] S {0, 1} } U {1} et D= U D,
- neN

0
Avec la convention Y ... =0, on a en particulier Dy = {0,1}. On note
k=1

Pn):  YreD,  fa+ (1 —=Mb) < Af(a)+ (1= N)f(b)

Montrons par récurrence que &?(n) est vraie pour tout n entier non nul.
e Initialisation : Par calcul direct, on a

YA€ Do ={0,1}  fQuz+(1=Ny) <Af(z)+ (1 -A)f(y)

e Hérédité : Supposons & (n) vraie avec n entier fixé. Considérons A € D, 1 N {1} (lacas A =1
est immeédiat). On note

\ = m1;a avec 1 € {0,1} et a= ix;zl et (z1)ref2imir) € {0,1)"
k=1
On a
_ ria+ (1 —x)b  aa+ (1 —a)b
fva+ (1 - ) = g (et mnlb ack (o)
< % [f(z1a+ (1 —21)b) + f(aa + (1 — @)b)]
1

fRa+ (1 =2)b) < 5 lzif(a) + (1 —21)f(0) + af(a) + (1 — a) f(b)]

d’aprés 'hypothése de récurrence et le cas trivial z; € {0,1}. Ainsi
FOat (1= Ab) < Af(a) + (1 - ) (D)
ce qui clot la récurrence. On a donc

YAED  fa+ (1= XNb) < Af(a)+ (1= A)f(b)

AP
Soit A € [0;1]. On pose Vn € N )\n:LQnJ
On a Vn e N 2A_1<An<Q:A
2n n
Ainsi, par encadrement A)n €DY et X, —— A
n—oo

Par continuité, on passe a la limite dans

VneN  fOwa+ (1= MA)b) < Aufla) + (1= A\o)f(D)

et on conclut ’La fonction f est convexe.

Premiére variante : On peut aussi le rédiger sans détailler I’écriture binaire fractionnaire avec

4



p
vneN D, = {2—n,p e [0; 2%]]}
L’initialisation est identique. Détaillons I’hérédité. Supposons #2(n) vraie pour n entier fixé. Soit

A€D,1.0Ona =

Sue1 AVeC P € [0; 271 ]. Si p est pair, notant p = 2q avec ¢ € [0; 2"], on

a\= ;in € D,, et par hypothése de récurrence, il s’ensuit

fAa+ (1 =2)b) < Af(a) + (1= N)f(b)
Si p est impair, notant p =2¢+ 1 avec ¢+ 1 € D,, car ¢ < 2", on a

100+ 000 = 1 (5 (s (1= 7)) + 5 (o + (1-50)0))
<31/ (gor (1= 3)0) + 7 (Sgres (1-57))

Avec I’hypothése de récurrence, le résultat suit.

Deuxiéme variante : Par 'absurde, supposons f non convexe. Ainsi, il existea < betc € |a;b|
tel que (¢, f(c)) soit au dessus de la corde entre a et b. Posons

veeR  o(r) = f(z) - fla) = 7(a,b)(z — a)

La fonction ¢ vérifie clairement la méme inégalité que f et on a

pla) = p(b) =0 et ¢(c) >0
L’ensemble I = {u € [a;c] | ¢(u) = 0} est non vide majoré donc admet une borne supérieure

«. Par caractérisation séquentielle, il existe (), € IV telle que a,, — a. Par continuité de
n—o0
©, on a

0= () — p(a) =0

n—o0

ce qui prouve que « € I. De méme, l'ensemble J = {u € [¢;b] | ¢(u) = 0} admet une borne
inférieure atteinte donc un minimum S et on a

Vo € |a;c] o) >0 et Vre]|c;[] o(x) >0

En particulier @(agﬁ) >0 et ¢<a;‘ﬁ> < 80(04)‘;%0(5) —0

ce qui est absurde. On conclut que f est convexe.

Exercice 7 (Holder, Minkowski ***%*)

1 1
Soient p,q > 1 tels que — + — = 1, I un intervalle et f, g continues sur I, positives.
P q

1. Soient a,b > 0. Montrer
a? b
ab< — + —
p q

2. On suppose fP et g? intégrables sur I. Montrer que fg est intégrable sur I et

/Ifgg (/pr>1/p (/ng>1/q



3. On suppose fP et g? intégrables sur I. Montrer que (f + g)? est intégrable sur I et

(firear) "< ()" ([o)”

Corrigé : 1. L'inégalité est triviale si a ou b est nul. La fonction In est concave sur |0 ;+00 |

Poop\ 1 1
In (a—+ —> > Zlna® + - Inb? = Inab
p q p q

Par croissance de ’exponentielle, il vient

P e
Ya,b >0 abéa——i-—
p q

Remarque : Il s’agit de 'inégalité de Younyg.

2. On suppose f,g non identiquement nulles sinon 'inégalité est triviale. Par séparation de

Iintégrale, on a [ f? > 0 et /gq > 0. On pose
I I

S S
1/p 1/q
(/) (f)
I I
P q
Ainsi Oguvgu——kv—
p q

On en déduit 'intégrabilité de uv puis aprés intégration

1 1 1 1
w - [+ - [vi=-+-=1
I pPJ1 qJ1 p q
1/p 1/q
Autrement dit /fg < </fp) </9q)
I I I

Remarque : Il s’agit de 1'inégalité de Holder. Celle-ci généralise 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3. Par convexité de t — tP sur [0;+o00 [ (de dérivée t — ptP~! croissante), on a

(L) <22

d’on Pintégrabilité de (f+g)? sur I. On suppose /(f+g)p > (0 sans quoi le résultat est immeédiat.
I
On écrit
(9P =+ +9P " =f(f+9) " +9(f+ 9P

et on remarque (f +9)P~ V9 = (f 4 g)P

Ainsi, d’aprés I'inégalité précédente appliquée deux fois, on obtient

[tr+ar< (/f)/ (/I<f+g>p)1/q+ (/g)/ (/I<f+g>p)1/q
1

Avec — =1 — —, on conclut
q p



(fireor) "< ()" (fo)”

Remarque : 1l s’agit de 'inégalité de Minkowsk:.



