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Intégrales a parameétres

Exercice 1. [Transformée de Fourier et produit de convolution]
Soit . 'ensemble des fonctions €™ f telles que: Vne N, Vke N, £ (x)xk — 0.
X—*00

+00 .
Pour tout f dans.# et ¢ dans RR, on définit (&) = f fx)e ™* dx.

1. Montrer que ¥ n’est pas réduit a {0}.
2. Montrer que pour tout f de ., fes.
X2 A
3. (@) Soit G:x— e~z .Donner la valeur de G(0).
(b) Montrer que pour tout ¢ de R, G(&) = v27G(¢).

4. Vérifier que si f est une fonction intégrable sur R et g est une fonction bornée sur IR, alors pour tout x
réel, la quantité

+00
f*g(x):f fHgx—-1de
existe. On appelle f * g produit de convolution de f et g.
+00
5. Vérifier que f * g(x) :f flx—0ng)de.

6. Démontrer que si f et g sont dans #, alors f * g est dans .&#.

7. En s’autorisant a intervertir les deux intégrales que vous trouverez dans vos calculs, démontrer que si f
et gsontdans .#, alors f*g=fg.

Exercice 2. [Transformée de Laplace]
Si f:R+ — C est une fonction continue par morceaux, on définit la transformée de Laplace de f par

+

ZL(N(p) =f0 e Pl f(r) dt,

deés que cette intégrale existe.
1. Soit f: R4+ — C, continue par morceaux, admettant une limite finie ¢ en +oo. Montrer que £(f) est
définie sur R} et que lim+ pZ(fHp)=~¢.
p—0

+00
2. Soit f: R4+ — C, continue, telle que l'intégrale f f(v) dt soit convergente (sans que nécessairement f
0

soit intégrable). Montrer que £(f) est définie et continue sur R,.

+00 gin(t) d

3. Utiliser ce résultat pour calculer I'intégrale de Dirichlet f
0

Exercice 3. [Méthode de Laplace]
Soit f une fonction continue sur [0, +oo|, telle que f(0) # 0, et ¢ une fonction 6! et strictement croissante sur
[0, +ool telle que @(x) — +oo.

X—+00
On suppose qu'il existe un réel ¢, tel que x — e~ ™ f(x) est intégrable sur [0, +oo[. On définit, pour tout ¢ = ¢,
la fonction

+0o
Fpr: t—»fo e "W f(x) dx

1. Justifier I'existence de F, .
Dans la suite, on prend #, = 0. (on justifiera brievement la possibilité de se ramener a ce cas)

2. Dans cette question, ¢ : x — x. On écrira F a la place de F,, y pour alléger les notations.

+00
(a) Montrer que pour tout a € ]0, +oo, t[ e P9 f(x) dx — o.
—+00

a
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(b) Montrer que pour tout « €10, +oo|, f

aeft‘pmf(x)dx ~ m
t—+oo

0 t

(c) En déduire un équivalent de F quand ¢ tend vers +oo.

3. On généralise le résultat précédent, en supposant ¢(0) = 0 et ¢’(¢) > 0 pour tout ¢ dans [0, +oo[. En utili-
sant un changement de variables (et en justifiant que ¢ est une bijection), montrer que

_ 1 f)
t—+00 ' (0)
. 0
4. On suppose dans cette question que ¢(x) = x2. Montrer que F(f) At \/ZEL\/E)
— 400 t
- p . . too o N
On pourra utiliser sans le démontrer le résultat suivant : f e du= -
0

5. On généralise le résultat précédent : on suppose ¢(0) =0, ¢'(0) =0, ¢’ > 0 sur 0, +oo[ et ¢’ (0) > 0.

Montrer que v : x — /¢ (x) est une bijection ¢' de R, dans R, et que : F() ot / 24)7;(0) T

f(0)

Exercice 4. [produit de fonctions intégrables]

1. Soit u continue bornée sur IR. Démontrer que pour toute fonction v continue intégrable sur R, uv est
intégrable sur R.

2. Réciproquement, soit u continue sur R telle que pour toute fonction v continue intégrable sur R, uv
soit intégrable. Démontrer que u est bornée sur R.

+00

3. Soit u continue sur R. Démontrer que si pour toute fonction v continue bornée, l'intégrale f uv

—00

converge, alors u est intégrable.

Indications.

Ex1: 1.
2.
3.

Ex2: 1.

Ex3:

Ex4 :

On pensera aux croissances compareées.

On montrera que pour tout ¢, f’(:f) = iff(é) etquesig:x—ixf(x), alors g = —(f)’({).

(b) Faire un changement de variables.

(c) On montrera que G vérifie la méme équation différentielle que G.

Les 4 dernieres questions sont assez simples normalement.

Essayer de majorer |[p£{f}(p) — ¢|, et séparer I'intégrale en deux parties (de 0 a A et de A a +o0).
Utiliser ensuite des ¢.

Utiliser I'unique primitive F de f qui s’annule en 0 et faire une intégration par parties.
sin(?)

Calculer pour cela la transformée de Laplace de ¢ — . Afin de faire cela, si g est la transformée

de Laplace de cette fonction, dériver g, et calculer l’intétgrale obtenue.
2. (a) Utiliser 'intégrabilité de f.
(b) Effectuer un changement de variables et une convergence dominée.
(c) Rassembler les deux résultats.
. Faire un changement de variables.
. Méme type de raisonnement qu’en 3.
. Faire un changement de variables v = \/p.

DO W

Exprimer le fait que u ne soit pas bornée : utiliser alors des intervalles (I;)ren sur lesquels u est
supérieur a k, et construire ainsi une fonction intégrable telle que uv ne soit pas intégrable.

3. Construire une fonction v telle que uv ressemble beaucoup a |u|.
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