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Feuille d'exercices n°14

Exercice 1 (**)

On note SLn(Z) l'ensemble des matrices carrées de taille n à coe�cients dans Z et de déterminant
égal à 1. Montrer que (SLn(Z),×) est un groupe.

Corrigé : On a In ∈ SLn(Z). Soit M ∈ SLn(Z). On a Com(M)⊤M = det(M)In = In d'où M
inversible dans GLn(R) d'inverse Com(M)⊤. Comme on a

Com(M) =
(
(−1)i+j det(Mi,j)

)
1⩽i,j⩽n

∈ Mn(Z)

avec Mi,j matrice extraite de M par suppression de la i-ème ligne et j-ième colonne pour (i, j) ∈
[[ 1 ; n ]]2, on en déduit que l'inverse de M est bien dans Mn(Z) et det(M−1) = det(M)−1 = 1
d'où M−1 ∈ SLn(Z). En�n, pour (M,N) ∈ SLn(Z)2, on a MN ∈ Mn(Z) clairement et det(MN) =
det(M) det(N) = 1 ce qui prouve que SLn(Z) est un sous-groupe de (GLn(R),×) et par suite

(SLn(Z),×) est un groupe.

Exercice 2 (***)

Soit E un K-ev de dimension �nie et G un sous-groupe de GL(E) de cardinal �ni n. Montrer

dim
⋂
g∈G

Ker (g − id ) =
1

n

∑
g∈G

Tr (g)

Corrigé : On pose p =
1

n

∑
g∈G

g. On a clairement p ∈ L (E). Pour h ∈ G �xé, l'application

g 7→ h◦g est une permutation de G (d'inverse g 7→ h−1 ◦g). Par conséquent, on a
∑
g∈G

h◦g =
∑
g∈G

g

d'où

h ◦ p =
1

n

∑
g∈G

h ◦ g =
1

n

∑
g∈G

g = p

Ainsi p2 =
1

n

∑
h∈G

h ◦ p =
1

n

∑
h∈G

p = p

ce qui prouve que p est un projecteur. En considérant une base adaptée à p, on obtient Tr (p) =
rg (p) = dimKer (id −p). Soit g ∈ G. On a vu g ◦ p = p. Soit x ∈ Ker (id −p). Alors

p(x) = x =⇒ g(x) = g ◦ p(x) = p(x) = x

autrement dit x ∈ Ker (g− id ) pour tout g ∈ G d'où Ker (p− id ) ⊂
⋂
g∈G

Ker (g− id ) et l'inclusion

réciproque est immédiate. On conclut

dim
⋂
g∈G

Ker (g − id ) =
1

n

∑
g∈G

Tr (g)
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Exercice 3 (**)

Soit (A,+,×) un anneau non commutatif et a ∈ A qui possède un inverse à droite et un seul.
Montrer que a possède un inverse à gauche.

Corrigé : Soit b ∈ A tel que ab = 1. Il vient aba = a puis a(ba− 1) = 0 d'où a(ba− 1) + ab = 1
autrement dit a(ba− 1 + b) = 1. Par unicité de l'inverse à droite, on trouve ba− 1 + b = b d'où
ba = 1 ce qui prouve

Dans un anneau non commutatif, l'inversibilité à droite avec unicité implique l'inversibilité à gauche.

Exercice 4 (**)

Soit I un idéal d'un anneau commutatif (A,+,×). On dé�nit le radical de I noté R(I) par

R(I) = {x ∈ A | ∃n ∈ N∗ : xn ∈ I}
1. Montrer que R(I) est un idéal de A contenant I.

2. Montrer que pour I, J des idéaux de A, on a

I ⊂ J =⇒ R(I) ⊂ R(J) R(I ∩ J) = R(I) ∩ R(J) R(I) + R(J) ⊂ R(I + J)

3. Soit I idéal de A. Montrer R(R(I)) = R(I)

Corrigé : 1. On a 0A ∈ R(I) puisque 01A = 0A ∈ I. Soit (x, y) ∈ R(I)2. Il existe des entiers non
nuls n et m tels que xn ∈ I et ym ∈ I. On rappelle que dans un anneau, on a (−y)k = (−1)kyk

pour tout k entier. Puis

(x− y)n+m =
n+m∑
k=0

(
n+m
k

)
xk(−1)n+m−kyk

et on a ∀k ∈ [[ 0 ; n+m ]] k ⩾ n ou n+m− k ⩾ m

car k < n et n+m− k < m ⇐⇒ k < n et k > n

ce qui est faux. Ainsi, pour k ∈ [[ 0 ; n+m ]], on a xk ∈ I ou yn+m−k ∈ I et par absorption

∀k ∈ [[ 0 ; n+m ]] xkyn+m−k ∈ I

et par suite x − y ∈ I. En�n, pour (x, a) ∈ R(I) × A et n entier non nul tel que xn ∈ I, on a
(xa)n = xnan ∈ I par absorption et x1 = x ∈ I d'où

Le radical R(I) est un idéal de A contenant I.

2. Supposons I ⊂ J. Soit x ∈ R(I) et n entier non nul tel que xn ∈ I. On a donc xn ∈ J d'où
x ∈ R(J). Avec cette propriété, si I et J sont des idéaux quelconques de A, on a I ∩ J ⊂ I et
I∩J ⊂ J d'où R(I∩J) ⊂ R(I) et R(I∩J) ⊂ R(J) donc R(I∩J) ⊂ R(I)∩R(J). Soit x ∈ R(I)∩R(J)
et n,m entiers non nuls tels que xn ∈ I et xm ∈ J. Notant p = max(n,m), on a par absorption
xp ∈ I et xp ∈ J d'où xp ∈ I ∩ J ce qui prouve R(I) ∩ R(J) ⊂ R(I ∩ J). En�n, l'idéal R(I + J)
est stable par + en tant que sous-groupe de (A,+) et comme I ⊂ I + J, J ⊂ I + J, il s'ensuit
R(I) ⊂ R(I + J) et R(J) ⊂ R(I + J) d'où R(I) + R(J) ⊂ R(I + J). Ainsi

I ⊂ J =⇒ R(I) ⊂ R(J) R(I ∩ J) = R(I) ∩ R(J) R(I) + R(J) ⊂ R(I + J)

4. On a I ⊂ R(I) d'où R(I) ⊂ R(R(I)). Soit x ∈ R(R(I)). Il existe n entier non nul tel que
xn ∈ R(I) puis m entier non nul tel que (xn)m = xnm ∈ I. On en déduit clairement que x ∈ R(I)
d'où

R(I) = R(R(I))
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Exercice 5 (**)

Que peut-on dire d'une suite croissante d'idéaux de (K[X],+,×) ?

Corrigé : Soit (In)n une suite croissante d'idéaux de K[X]. Quitte à réindexer, on suppose que
les idéaux sont non nuls (le cas d'une suite nulle est trivial). Pour n entier, il existe Pn polynôme
unitaire de K[X] tel que In = PnK[X]. Avec l'inclusion PnK[X] ⊂ Pn+1K[X] pour n entier, on
en déduit Pn+1|Pn. Par conséquent, la suite (deg Pn)n est décroissante. Comme elle est à valeurs
entières, elle est stationnaire et d'après la relation de divisibilité, la suite des polynômes unitaires
est également stationnaire et on conclut

Une suite croissante d'idéaux de K[X] stationne.

Remarque : Cette propriété est caractéristique des anneaux noetheriens, i.e. les anneaux dont
les idéaux sont engendrés par un nombre �ni d'éléments.

Exercice 6 (**)

Un idéal I d'un anneau commutatif (A,+,×) est dit premier si

∀x, y ∈ A xy ∈ I =⇒ x ∈ I ou y ∈ I

Décrire les idéaux premiers de (K[X],+,×).

Corrigé : Soit I idéal premier de (K[X],+,×). On suppose I ̸= {0} sinon c'est immédiat par
intégrité de (K[X],+,×). Il existe P unitaire tel que I = PK[X]. Si P = AB avec A et B non
constants, alors AB ∈ I et A /∈ I, B /∈ I. On a donc nécessairement P irréductible. Supposons
P irréductible qui divise AB. On a P ∧ A diviseur de P donc P ∧ A = 1 ou P (car constant ou
associé à P). Si P ∧ A = P, comme P ∧ A|A, c'est �ni. Sinon, si P ∧ A = 1 d'après le lemme de
Gauss, on a P|B. Ainsi

Les idéaux premiers de (K[X],+,×) sont exactement les PK[X] avec P irréductible.

Exercice 7 (***)

Soit n ⩾ 2. On pose P(X) =
n−1∑
k=0

Xk. On suppose qu'il existe A,B ∈ R[X] non constants et

unitaires tels que AB = P. On note r = degA et s = degB. Montrer

A = XrA

Å
1

X

ã
et B = XsB

Å
1

X

ã
Corrigé : Notons A =

r∑
k=0

akX
k et B =

s∑
k=0

bkX
k . Ainsi

XrA

Å
1

X

ã
=

r∑
k=0

ar−kX
k et XsB

Å
1

X

ã
=

s∑
k=0

bs−kX
k

polynômes qu'on note respectivement C et D. On a P(0) = n = A(0)B(0) = a0b0 qui sont donc
non nuls d'où degU = degA et degV = degB. Puis, les racines de A et B sont parmi les racines
de P à savoir dans Un ∖ {1} puisque (X − 1)P = Xn − 1. Comme A et B sont à coe�cients à
réels, alors si ω est racine de A ou de B, ω̄ = 1/ω l'est aussi. Par conséquent, les polynômes A
et C ont les même racines complexes. De plus, A et C sont de même degré et A(1) = C(1) ce
qui prouve que A = C. De même pour C et D d'où
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A = XrA

Å
1

X

ã
et B = XsB

Å
1

X

ã
Exercice 8 (**)

Soient x0, . . . , xn des réels deux à deux distincts. Montrer

∃!(λ0, . . . , λn) ∈ Rn+1 | ∀P ∈ Rn[X]

∫ 1

0

P(t) dt =
n∑

k=0

λkP(xk)

Corrigé : On note (Li)0⩽i⩽n la famille des polynômes de Lagrange associée à (xj)0⩽j⩽n, c'est-à-
dire Li(xj) = δi,j pour (i, j) ∈ [[ 0 ; n ]]2. Supposons l'existence des λk. Par suite

∀k ∈ [[ 0 ; n ]]

∫ 1

0

Lk(t) dt =
n∑

i=0

λiLk(xi) =
n∑

i=0

λiδi,k = λk

ce qui prouve l'unicité sous réserve d'existence. La synthèse est alors immédiate en écrivant la

décomposition de P dans la base (Li)0⩽i⩽n de Rn[X] à savoir P =
n∑

k=0

P(xk)LK, ce qui prouve

∃!(λ0, . . . , λn) ∈ Rn+1 | ∀P ∈ Rn[X]

∫ 1

0

P(t) dt =
n∑

k=0

λkP(xk)

Exercice 9 (***)

1. Déterminer les polynômes complexes surjectifs.

2. Déterminer n entier pour que l'application dé�nie sur C par z 7→ zn soit injective.

3. En déduire les polynômes complexes injectifs.

Corrigé : 1. Les polynômes constants sont clairement non surjectifs. Soit P ∈ C[X] non constant.
Pour c ∈ C, le polynôme non constant P − c admet une racine dans C d'après le théorème de
d'Alembert-Gauss. Ainsi, on a

∀c ∈ C ∃z ∈ C | P(z) = c

Par conséquent Les polynômes complexes non constants sont surjectifs.

2. Notons φn : C → C, z 7→ zn. Les antécédents de 1 par φn sont exactement les racines n-ièmes
de l'unité à savoir

φ−1
n ({1}) = Un =

¶
e

2ikπ
n , k ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]

©
Comme Card Un = n, si φn est injective, alors n = 1. La réciproque est immédiate d'où

L'application dé�nie sur C par z 7→ zn est injective si et seulement si n = 1.

3. Les polynômes constants sont clairement non injectifs. Considérons P ∈ C[X] non constant et
injectif. D'après le théorème de d'Alembert-Gauss, le polynôme P est scindé dans C[X]. Or, par
injectivité de P, celui-ci admet une unique racine d'où

∃(λ, n) ∈ C∗ × N∗ | P = λ(X− α)n = λφn(X− α)

Comme z 7→ z − α et z 7→ λz sont des bijections de C dans C, on a P injectif si et seulement si
φn l'est et on conclut

Les polynômes complexes injectifs sont les polynômes de degré 1.
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Exercice 10 (**)

On note U = {z ∈ C, |z| = 1}. Pour P ∈ C[X], on pose

∀k ∈ Z ck(P) =
1

2π

∫ π

−π

P(e it)e−ikt dt

1. Pour k ∈ Z et P ∈ C[X], déterminer ck(P) en fonction des coe�cients de P.

2. Déterminer les polynômes P ∈ C[X] tels que P(U) ⊂ R.

Corrigé : 1. Soit k ∈ Z et P =
n∑

j=0

ajX
j. Par linéarité de l'intégrale, on a

ck(P) =
1

2π

n∑
j=0

aj

∫ π

−π

e i(j−k)t dt︸ ︷︷ ︸
=2πδj,k

Ainsi ∀P =
n∑

k=0

akX
k ∀k ∈ Z ck(P) =

®
ak si k ∈ [[ 0 ; n ]]

0 sinon

2. Pour P ∈ C[X] tel que P(U) ⊂ R, il vient par conjugaison

∀k ∈ Z ck(P) =
1

2π

∫ π

−π

P(e it)︸ ︷︷ ︸
∈R

e ikt dt = c−k(P)

On en déduit ck(P) = 0 pour tout k entier relatif non nul puis P ∈ R0[X]. Réciproquement, de
tels polynômes sont solutions et on conclut

{P ∈ C[X] | P(U) ⊂ R} = R0[X]

Exercice 11 (***)

Soit P = X3 + pX+ q avec p, q complexes. Montrer

P admet une racine double ⇐⇒ 4p3 + 27q2 = 0

Corrigé : Si p = 0, on a P = X3 + q dont les racines sont les racines troisièmes de q donc P
admet une racine double si et seulement si q = 0. Supposons p ̸= 0. On a

P admet une racine double ⇐⇒ ∃α ∈ C |
®
P(α) = 0

P′(α) = 0

⇐⇒ ∃α ∈ C |
®
α3 + pα + q = 0

3α2 + p = 0

⇐⇒ ∃α ∈ C |


2

3
pα + q = 0

3α2 + p = 0

P admet une racine double ⇐⇒ ∃α ∈ C |

α = −3q

2p
27q2 + 4p3 = 0

Ainsi P admet une racine double ⇐⇒ 4p3 + 27q2 = 0

Variante : On peut aussi e�ectuer la division euclidienne de P par (X− α)2 et écrire la nullité
du reste mais c'est plus calculatoire.
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Exercice 12 (***)

Soit P = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k ∈ C[X] unitaire. Montrer que toute racine ω de P véri�e

|ω| ⩽ 1 + Max
k∈[[ 0 ;n−1 ]]

|ak|

Corrigé : On note M = Max
k∈[[ 0 ;n−1 ]]

|ak|. Si |ω| ⩽ 1, l'inégalité est vraie. Supposons |ω| > 1. On a

wn = −
n−1∑
k=0

akω
k

d'où |ω|n ⩽ M
n∑

k=0

|ω|k = M
|ω|n − 1

|ω| − 1

Comme |ω| − 1 > 0, il vient |ω| − 1 ⩽ M
|ω|n − 1

|ω|n
⩽ M

Ainsi |ω| ⩽ 1 + Max
k∈[[ 0 ;n−1 ]]

|ak|

Exercice 13 (***)

Déterminer l'ensemble des polynômes P ∈ R[X] tels que P(U) ⊂ U.

Corrigé : Soit P ∈ C[X] tel que P(U) ⊂ U. On note d = deg P. On a

∀θ ∈ R P(e iθ)P(e−iθ) = 1

d'où ∀θ ∈ R P(e−iθ)e idθP(e−iθ) = e idθ

ce qui prouve que le polynôme PXdP (1/X) − Xd admet une in�nité de racines et est donc le
polynôme nul. On en déduit que P divise Xd et comme d = deg P, il vient P = αXd avec
α = P(1) ∈ U ∩ R = {+− 1}. La réciproque est immédiate et on conclut

Les polynômes +−Xd sont les polynômes P ∈ R[X] véri�ant P(U) ⊂ U.
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