ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°13

Exercice 1 (*)
Soit G = R% x R muni de la loi x définie par (z,y) * (a,b) = (za,xb+ ya). Montrer (G, *) est un

groupe.

Corrigé : L’ensemble G n’est pas le sous-groupe d’un groupe connu. On vérifie sans difficultés
les différentes propriétés d’un groupe. Le neutre est (1,0), on a

((z,y) * (a,b)) * (u,v) = (zvau, xav + vrb + uya) = (z,y) * ((a, b) * (u,v))

et (ZL’,y) * (1/1;7 _y/xZ) = (1/‘7;7 _y/x2) * (l‘,y) = (17())

Ainsi (G, %) est un groupe.

Exercice 2 (**)

Soit ¢ un morphisme non constant d’un groupe fini (G, %) vers (C*, x). Calculer
> #(z)
zeG

On pourra considérer I'application z — a x x avec a € G bien choisi.

Corrigé : Soit a € G tel que ¢(a) # 1. L’application x — a x = est une permutation de G dont
la réciproque est donnée par = — a~! % z. Ainsi, on a

dop(z) =3 plaxz) =3 pla)p(z) = p(a) 3 »(z)
zeG zeG zeG zeG

Compte-tenu du choix de a, on conclut

> p(r) =0

zeG

Exercice 3 (*)
Soit A un anneau. On définit le centre de A noté Z(A) par
ZA)={x € A|Vae A ar = ra}
Montrer que Z(A) est un sous-anneau de (A, +, X).
Corrigé : On a 15 € Z(A), 0o € Z(A) ((0po + 0a)a = 0pa d’oit 0pa = 04 pour a € A) Soit
(z,y) € Z(A)%2. On a
Va € A alr —y) =ar —ay = ra—ya = (r —y)a
dotz —y € Z(A) et
Vace A a(zy) = (ax)y = (za)y = z(ay) = z(ya) = (zy)a

Ainsi [’ensemble Z(A) est un sous-anneau de (A, +, x).
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Exercice 4 (*)

On pose Z[i| = {a +1b, (a,b) € Z*}

Montrer que (Z[i], +, X ) est un anneau commutatif puis déterminer U(Z[i]). On pourra considérer

Papplication N: C — R, z — 2Z.

Corrigé : On a Z|[i] sous-groupe de (C,+) et contenant 1. Puis, soit (a,b), (¢,d) dans Z*. On a
(a +1b)(c+id) = ac — bd + i(ad + bc) € Z]i]

et lol x est commutative. Ainsi

L’ensemble Z[i] est un anneau commutatif.

Notons N(z) = 2%z pour z € C. On a N(zz') = N(2)N(2) pour tout (z,2’) € C? et
V(a,b) € Z*> N(a+ib) =a*+b* € N
Soit a + ib € U(Z[i]). Il existe ¢ + id € Z][i] tel que (a +1b)(c +id) =1 et
N((a+1ib)(c+1id)) = N(a+ib)N(c+id) =N(1) =1 = (a,b) € {(£1,0),(0,£1)}

Autrement dit U(Z[i]) Cc {+1,*i}
L’inclusion réciproque est immédiate et on conclut

U(Z[i]) = {1, *i}

Remarque : L’anneau Z[i] est appelé anneau des entiers de Gauss.

Exercice 5 (**)

Soit (A, +, X) un anneau commutatif. Un élément = € A est dit nilpotent s’il existe n entier non
nul tel que 2™ = 0,. On note

N(A) = {z € A | x nilpotent}
1. Montrer que N (A) est un idéal de A.
2. Soit a € N'(A). Montrer que 15 — a est inversible.
3. Soit a € N(A) et b inversible. Montrer que a + b est inversible.

Corrigé : 1. On a 0 € N(A). Soit (z,y) € N(A)? et n, m entiers non nuls tels que " = y™ = 0.
Ona (—x)" = ((=1)x)" = (=1)"2™ = 0 d’ot —x € N(A). Puis

n+m
(ZL‘ +y)n+m — Z (Z)xkynerfk

Pour k£ € [0; n+m], on a un des deux exposants k ou n +m — k suffisamment grand (on peut
le voir comme une utilisation du principe des tiroirs : on doit placer n + m chaussettes dans les
deux tiroirs que constituent les exposants sur x et y dans la somme). Soit on a k > n, soit on a
k <n dou n+m—k > m. Par suite, il vient (x +y)"™™ = 0 d’ou N'(A) sous-groupe de (A, +).
Enfin, pour (a,x) € A x N(A), avec n entier tel que " =0, on a (ax)™ = a"z™ = 0 et ainsi

L’ensemble N (A) est un idéal de 'anneau A.

Remarque : L’idéal N'(A) est appelé nilradical de 'anneau A.
2. Il existe n entier tel que a” = 0. D’aprés I'identité de Bernoulli, on a
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n—1

l=1-a"=(1-a)d av 17k

k=0
Ainsi Va € N(a) 1—a€U(A)
3.0naa+b=>b1-c) avec c = —b'a nilpotent puisque N(A) est un idéal. Ainsi, on a

1 —c e U(A) et comme U(A) est un groupe, on conclut
V(a,b) e N(A) x U(A)  a+b=>b(1+b"a) € UA)

Exercice 6 (**)

Un idéal I d’un anneau commutatif (A, +, X) est dit premier si
Ve,ye A zyel = ze€louyel

Décrire les idéaux premiers de (K[X], +, x).

Corrigé : Soit I idéal premier de K[X]. On suppose I # {0} sinon c’est immédiat par intégrité
de K[X]. Il existe P unitaire tel que I = P - K[X]. Si P = AB avec A et B non constants, alors
ABelet A¢1 B¢I1 On a donc nécessairement P irréductible. Supposons P irréductible qui
divise AB. On a P A A diviseur de P donc P A A =1 ou P (car constant ou associé a P). Si
PAA =P, comme PAA|A, ¢’est fini. Sinon, si PA A =1 d’aprés le lemme de Gauss, on a P|B.
Ainsi

Les idéaux premiers de K[X] sont exactement les P - K[X] avec P irréductible.

Exercice 7 (**)

Soit n entier. Déterminer le reste de la division euclidienne X" par (X —a)(X — b) avec a, b dans
K.

Corrigé : D’apreés le théoréme de la division euclidienne, il existe un unique couple (Q, R) € K[X]
tel que

X"=(X-a)(X-0)Q+R (%)

avec deg R < 2, autrement dit R = aX + [ avec «, § scalaires.
Supposons a # b. En substituant X par a puis par b dans (x), on obtient

a_an_bn
R =
b = b+ 5 b —ba
a—1>b
. ) 1
Ainsi Sia#b, onaR:—b((a”—b”)X+abn—ba")
a/_

Supposons a = b. Notant S = (X — a)?Q, on observe que S admet a pour racine double d’ou
S(a) = S'(a) = 0. En substituant X par a dans () puis dans la relation obtenue par dérivation

de (%), on obtient
a" = aa+ 3 a=na"*
<~
na" ' =« B=(1-n)a"

Ainsi Sia=b,onaR=na""'X+(l—n)a"
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Variantes : 1. Avec la formule de Taylor, on a

+00 P(k) (a)
P=> x X—a)f =R+ (X-0a)’Q et R=P(a)+P(a)(X—a)
n=0 .
. . . - X—a
2. On peut aussi considérer la base des polynomes de Lagrange L, = < et Ly = 2 . On
—a —a

a instantanément

R = a"La + anb

Exercice 8 (*)

Soit P € C[X] avec deg P > 1. Déterminer r le nombre de racines de P en fonction de P et PAP'.

T
Corrigé : Notons P = A [[(X —a;)™ avec A, a; des complexes, A non nul et m; des entiers non
i=1
nuls. Comme «; racine de P’ de multiplicité m; — 1, on a
T
P /\P, = H(X — Oéi)mi_l

i=1

puis deg(PAP)=> (m; —1) =degP —r
i=1

Ainsi r =degP — deg(P A P')

Exercice 9 (**)
Soit (P), suite de polynomes de R[X] définie par
Po=2 P, =X W¥neN P,,=XP, —P,
1. Calculer Py, Ps.
2. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,,.
3. Montrer que pour tout (n,z) € N x C* Po(z+1/z) =2"+1/2"
4. En déduire une expression simple de P, (2cos(f)) pour 0 € R.

5. Déterminer les racines de P,,.

Corrigé :

1. Le calcul donne P,=X>—2 et Py=X®—3X|

2. On peut aisément conjecturer
Vn € N* P,=X"+Q, avec Q,¢€R,1[X]
Montrons cette propriété par récurrence double. Notons :
Pn): P,=X"+Q, avec Q€ R, 1[X]

e Les propriétés Z(1) et F(2) sont clairement vraies.
e Z(n)et (n+1) = Z(n+2): On suppose Z(n) et Z(n + 1) vraies pour n entier non
nul fixé. On a

Pn+2 = XPn+1 - Pn =X (XTH_I + Qn+1) - Pn
= X2 4 Qn—i—Q
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avec Qn—i—Z = XQn-H - P, € Rn+1[X]
ce qui clot la récurrence. Ainsi

Vn € N* P,=X"+Q, avec Q,¢€R,1[X]

3. On procéde 1& encore par récurrence double. Notons
P(n): Vzel* Polz+1/2)=2"+1/z"

e La vérification de Z2(0) et (1) est immeédiate.
e Z(n)et Z(n+1) = P(n—+2): On suppose Z(n) et P(n+ 1) vraies pour n entier fixé.
On a

Pusalz +1/2) = (2 + 1/2)Ppy(z 4+ 1/2) = Pu(z +1/2)
= (z+1/2)(z"" + 1/ — (2" +1/2") = 22 4 1 /2012
ce qui clot la récurrence. Par conséquent

V(n,z) € N x C* Pz +1/z)=2"+1/z"

4. Soit § € R et n € N. D’aprés l'identité d’Euler, on a 2cos(f) = e + ¢ 7. Par suite, il vient
P,(2cos(f)) = P, (e’ + ) = ¢! 4-¢~1f

On en déduit Vo eR  P,(2cos(f)) = 2cos(nb)
5. A Paide de la question précédente, déterminons les racines de P,,. Pour 8 € R, on a
T T km
P,(2cos(f)) =0 <= 2cos(nf) =0 < nd = B 1] < 0 ¢ {2— +—, ke Z}
non
L’application 6 +— 2 cos(#) est strictement décroissante sur [0 ;7| donc injective sur cet intervalle.
-1
Comme on a 0< = et 1—i-(n—)ﬁzﬁ—l<7r
2n 2n n 2n
P T kT
on en déduit Card {2COS{2—+—}, ke[[O;n—l]]}:n
non

Comme P,, est un polynome de degré n, il admet au plus n racines et on a donc déterminé
exactement toutes ses racines. Le coefficient dominant de P,, étant égal a 1, on en déduit la
forme factorisée

Vn € N* P (X) = ﬁ (X_QCOS [W(Qk;_l)})

k=1 n

Exercice 10 (*)

Kzn_l[X} — K2
Soit P:

P~ (P(0),P(0),...,P1(0),P(1),P'(1),..., P D(1))

Montrer que ¢ est bijective.

Corrigé : On a p € Z(Ky, 1[X],K?"), la linéarité résultant simplement de la linéarité de la
dérivation. On remarque ’égalité des dimensions

dim KQn—l [X] = dim KQn



On a donc ¢ isomorphisme si et seulement si ¢ injective (si et seulement si ¢ surjective). Soit
P € Ker ¢. On a 0 et 1 qui sont racines de P de mulitplicité n donc X" et (X — 1)" divise P.
Comme ces polynomes sont premiers entre eux, on a X"(X — 1)" divise P mais degP < 2n — 1.
Il s’ensuit que P est le polynéme nul et par suite

L’application ¢ est un isomorphisme de Ky, 1[X] sur K*".

Exercice 11 (**)

Soit X C R un ensemble fini non vide. Montrer qu'il existe P € R[X] tel que
Ve e X P(zx) = Jx

Corrigé : Notons X = {z1,...,2,} et (L;)i<icn la famille des polynomes interpolateurs de
Lagrange associés a X. On a L;(z;) = &;; pour tout (i,7) € [1; n]? On choisit alors P =

n

S ¢/TiLi. On a

=1

viellin]  Ple)= Y ymliis) = S0, = Y

Exercice 12 (**)

. +oo  Plk)
Soit P € K[X] et a € K. Etablir P(X+a) = ZakF
k=0 ~
Corrigé : D’aprés la formule de Taylor, on a
+00 P(k)
P = Z—,@ (X — )t
= k!
+00 P(k)
dot P(Xta) = S 2@y
= k!
; 2 & PY(a)
et par conséquent V(z,a) € K Plz+a)= > x T
k=0 -

d’ot, en échangeant les roles

+00 P(k)
Waz) €K Plata) = Satt @)
k=0 k!
+oo P(k)
Ainsi, pour a € K, le polynome P(X + a) — ZakF admet une infinité de racines et par
k=0 '
conséquent
+00 P(k)
PX+a)= > a"—
S
Exercice 13 (*)
a —b 9
On pose E = {M(a,b) = b4 ,(a,b) e R

Montrer que E est un algebre réelle commutative pour les lois usuelles.
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Corrigé : Notons K = <(1) _01

A5 (R) et pour (a,b), (c,d) dans R?, on a
M(a, b)M(c,d) = M(ac — bd, ad + bc) = M(c,d)M(a, b)

Ceci prouve que E est une sous-algébre commutative de (.#3(R), +, X, ) d’out

). On a clairement E = Vect (I, K) d’ou [, € E, E est un sev de

’L’ensemble E est une R-algébre commutative. ‘

Exercice 14 (*)
Déterminer les morphismes de R-algébres de C dans C.
Corrigé : Soit ¢ : C — C un morphisme de R-algébres. On a ¢(1) = 1 puis, pour (z,y,\) €
C*xR
p(Ar+y) =do(x) +9ly)  plry) = p(z)e(y)
Ainsi p(i?) = p(=1) = —p(1) = =1 = (i)

d’ott (i) = *i. On en déduit que ¢ est I'identité ou la conjugaison. Réciproquement, on vérifie
que ces applications sont bien des morphisme de R-algébres de C dans C et on conclut

’Les morphismes de R-algébres de C dans C sont 1'identité et la conjugaison.




