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Préparation a 'interrogation n°06

1 Etude asymptotique
1. Développement limité en 0 a I'ordre 2 de In(1 + ) ;

1
2. Développement limité en 0 a 'ordre 2 de T o
2 Calcul matriciel
1. Soient A € A4, ,(K) et B € 4, 4(K). On définit AB € ., ,(K) par AB = (c¢;;),; ;,, ol

p
¢ij =y, a;kbg; pour tout (i,7) € [1;n] x[1;q];
k=1
2. Soit (Ei ;)@ )epi;n)? € #n(K) la base canonique de .#,(K). On a la relation
V(i j, k,0) € [1;n]* Ei; X Ere =01 Eig
3. Soient A € A, ,(K) et B € 4, ,(K). On a Tr (AB) = Tr (BA);

€ My(K),onadetA= 3 c(0) ][] aiorg);
i=1

UESn

4. Pour A = (a;;)

1<i,j<n

5. Soit A € #,(K). On a
ACom(A)" = Com(A)"A = det(A)L,

6. Soit (z:)1<icn € K" et A = (27) € M, (K). Le déterminant det(A) dit de Van-
dermonde vaut

1<i,j<n

1<i<j<n

7. Soit A € #,(K) avec rg (A) = r. Il existe P, Q dans GL,(K) telles que A = PJ,.Q avec
J, = diag(L,, 0).

3 Algébre linéaire
1. Soient E, F,G des K-ev, f € Z(E,F) et g € Z(F,G). On a
gof=0<«= Im fCKerg
2. Formule de Grassmann : Soient F, G sev de dimensions finies de E un K-ev. On a
dim(F+G) =dimF +dimG —dimF NG
3. Soit E un K-ev de dimension finie et F, G des sev de E. On a
dmF +dimG =dimE {dimF +dimG = dimE
FNG={0g} F+G=E
< JPBp, B bases respectives de F, G | Br W B base de E

E=FpG «— {

4. Théoréme du rang : Soit f € Z(E,F) avec E un K-ev de dimension finie et F un K-ev.
On a dimE = dim Ker f +rg(f)
5. Soit f € Z(E,F) avec E et F des K-ev de méme dimension finie. On a

f bijective <= f injective <= f surjective
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4 Trigonométrie

1. cos(p)—cos(q) = —2sin (p ;— q) sin (%) 2. sin(p)—sin(q) = 2sin (p ; q) cos (2%)

5 Dérivation

Domaine de définition, de dérivabilité puis dérivée de la fonction

f:x+— 2Arctan <\/ ! —zr)
x

6 Exercice type

Soit E = R,[X] et ¢ définie par p(P) = (X — 1)P’. Montrer que ¢ € Z(E) puis que ¢ est
diagonalisable et préciser ses éléments propres.

Corrigé : On a ¢ linéaire par linéarité de la dérivation et bilinéarité du produit puis on trouve
VEe[0;n]  oXF) =kXF— kXF!

Ainsi, la matrice maty g avec € base canonique de E est triangulaire supérieure et on lit Sp (¢) =
[0; n] d’on p admet n+1 valeurs propres distinctes et par condition suffisante, ceci prouve que ¢
est diagonalisable. Enfin, pour & € [0; n], on cherche P € E tel que p(P) = kP. En considérant
I’équation différentielle (z — 1)y’ = ky sur lintervalle | 1;+00], on trouve Vect (x — (z — 1))
comme droite vectorielle de solutions.

L’application ¢ est un endomorphisme diagonalisable et
Ex(p) = Vect ((X — 1)%) pour k € [0; n].

7 Exercice type

Diagonalisabilité des matrices de rang 1 (voir feuille 22).

8 Exercice type
Réduction de J € 4, (K) ou J est la matrice constituée de 1 (voir feuille 22).

9 Exercice type

Soit A € #,(R) vérifiant A2+ A + I, = 0. La matrice A est-elle diagonalisable dans .#,,(C)?
Peut-elle étre trigonalisable dans ., (R) ?

Corrigé : Le polynome P = X2+ X +1 = (X — )(X — j) avec j = ¢35 est annulateur de A.
On a Spc(A) C {j,7} et par conséquent Spp(A) = @. Si A est trigonalisable dans R, on a ma
scindé dans R[X] ce qui contredit Sp(A) = @. En revanche, le polynéme P de C[X] est scindé
a racines simples et on conclut

La matrice A est diagonalisable dans .#,(C) mais non trigonalisable dans .#,(R).

10 Questions de cours

Réduction, espaces vectoriels normés (début), graphes usuels.
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