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Probléme 1

1.0Ona "> f > 0dou f convexe. Si f n’est pas décroissante, il existe a,b avec 0 < a < b et
f(a) < f(b). Par croissance x +— 7(a,x), il vient
Vezb  7(a,x) > 7(a,b) <= f(z) = f(b)+ (v —a)7(a,b) —— +0
N —~ T—+00

>0

ce qui est absurde. Ainsi

’La fonction f est convexe décroissante.‘

2. La fonction f est décroissante positive donc admet une limite finie ¢ en +co. Supposons ¢ > 0.
Alors, on a f”(t) > f(t) = ¢ pour tout ¢ réel d’ou pour z réel

/xf”(t)dt:f/(z)—f’(())2&5 = fl(x) 2Lz + f'(0) —— +o0
0

r—r+00

ce qui est absurde puisque f’ < 0 car f décroit. Puis, la fonction f’ croit puisque f est convexe
et est négative puisque [ décroit. Ainsi, la fonction [’ admet une limite ¢ en +oo. Supposons
¢ <0.0n a f'(t) < ¢ pour tout t réel d’ou pour x réel

[ rara=sa-ro <t = @) <ok 0) o

T—r+00

ce qui est absurde puisque f est positive. Ainsi

3. Les fonctions g et h sont dérivables comme composées de telles fonctions et on trouve

Ve>0  g(z) =e”(f(z) + f'(w) = e*h(zx) et N(x)=e™"(f"(z) = f(z))
On en déduit la croissance de h qui est de limite nulle en +oco d’ou h(t) < 0 pour tout ¢ > 0.
Ainsi

’La fonction h croit et est négative et la fonction g décroit.‘

4. Il en résulte notamment que g(z) < g(0) pour z > 0 d’ou

Vez0  f(x) < f(0)e™

Probléme 11

1. Soit (A, B) € EQ. On a Tr (AB) = Z Zai7kbk7i = Z Zbk,iaak

1=1k=1 k=1i=1

Ainsi V(A,B) € E? Tr (AB) = Tr (BA)

2.(a) On note (E;;)1<ij<n la famille des matrices élémentaires de .#,(K) constituant la base
canonique de cet espace. Un rapide calcul montre que



V(i 4.k, 0) € [1;n]t EijxEge=0;,Ei,
D’aprés la propriété remarquable de application T, il vient pour (i,5) € [1; n]?

T<E2,J) = T(Ei,l X El,j) = T(El’] X Ei,l) = 5i,jT<El,1)

Ainsi V(Z,j) € [[]_ ; TL]]2 T(ELJ) = Ozéi’j
2.(b) Pour A = (a;;) € #,,(K), on a

T(A)=T< > am‘Ez‘,j) = > aijT(Ei;)

1<1,5<n 1<,5<n
= > wa;; 0, —aza” =aTr(A)
1<,5<n
Ainsi VT € A T=aTr avec a=Tr(E;)

3. D’apreés ce qui précéde, on a A C Vect (Tr) et I'inclusion réciproque a lieu d’aprés la propriété
fondamentale de la trace. On conclut

A = Vect (Tr)

Probléme III1

1. Le calcul donne Ty, =4X?2 -1 T5 = 8X3 — 4X

2. On peut conjecturer que pour n entier, on a deg'T,, = n avec pour coefficient dominant 2" et
méme parité que n . Prouvons cela par une récurrence double. On note

Pn): T,=2"X"+Q, avec degQ,<n et T,(—X)=(-1)"T,(X)
o Z(0), Z(1) : I'initialisation est immédiate.

e Z(n—1) et P(n) = ZP(n+1): prouvons 'hérédité, supposons Z(n) et Z(n— 1) vraies
pour n fixé supérieur ou égal & 1. Par suite

Tyt = 2XT, — T
=2X(2"X"+Q,) — T,
Tot = 20H1X ! 4+ [2XQ, — Tooi]
Posons Q41 = 2XQ,, — T,,_1. On a
deg Q11 < max (deg2XQ,,deg T, 1)

<max(l+n—1l,n—1)=n<n+1
Et Ty (—X) = 2(=X)T,(—=X) — T,,_1(—X)

= 2(=1)"T(X) = (=1)" ' Tpa (X) = ()" Th(X)

le derniére égalité résultant de Iégalité (—1)"T! = (—1)""! ce qui clot la récurrence. On a donc
prouvé

Vn € N T,=2"X"4+Q, avec degQ,<n et T,(—X)=(-1)"T,(X)




3. On peut déja signaler que le sinus ne s’annule pas sur | 0; 7 [. On procéde encore par récurrence
double. On note

P(n): VO€]0;m[ Talcos(6)) = —Smggl(z)l)@
o Z(0),2(1) : Soit § € ]0; 7 [. Par trigonométrie, on a

sin(6)
sin(6)

To(cos(f)) =1 =

L’initialisation est vérifiée.
e Z(n—1) et P(n) = ZP(n+1): prouvons 'hérédité, supposons Z(n) et Z(n—1) vraies
pour n fixé supérieur ou égal a 1. Par suite, pour 6 € |0; 7 [, il vient

Tyi1(cos(f)) = 2cos(0)T,,(cos(f)) — T,_1(cos(6))

2 cos(#) sin((n + 1)8) — sin(nd)

sin(6)
_ 2 cos(0) sin((n + 1)8) — [sin((n + 1)0) cos(f) — sin(#) cos((n + 1)0)]
sin(#)
T, (cos(8)) = cos(f) sin((n + 1)68)1;:;)111(9) cos((n +1)6) _ 5111(8(31;;)2)9)

ce qui clot la récurrence. On a donc montré

sin((n + 1)0)

V(n,0) e NxJ0sm[ Ta(cos(d)) = sin(6)

4. Soit n entier. D’aprés la propriété établie précédemment, on a pour 6 € |0; 7|

T, (cos(d)) =0 <= sin((n+1)8) =0
<~ (n+1)0 € {kr, k€ Z}

km

+1,k€[[1;n]]}

L’application 6 — cos(f) est injective sur | 0; 7 | car strictement décroissante et par conséquent,
des valeurs deux a deux distinctes de | 0; 7 [ ont des images par la fonction cos qui sont également
deux a deux distinctes d’ott

Card {k—ﬂ, kell; n]]} = Card {cos( kn

n+1 n+1

Th(cos(d)) =0 <6 € {nkj—j—rl’ kEZ}ﬁ]O;W[— {n

), ke[[l;n]]}:n
km

n

Ainsi, les X — cos ( 1) divisent T, et sont premiers entre eux d’ou

- k
I1 {X — CoS ( T ﬂ divise T,
k=1 1

n -+

& k
Or degkl:ll [X—cos( Wl)} =n=degT,

n —+

et comme 2" est le coefficient dominant de T,,, on conclut que

Vn €N Tn:2"H[X—cos< b )}
k=1 n+1




Probléme 1V

1. Soit (k,¢) € [1;n+1]* On a

n+1

(V\_/) = Y Wk (-1 é( )

J=1

C’est une somme de racine de 'unité et en distinguant les cas, on trouve

- n+1 sik=1/¢
(v\/)M ={ 1 _ ynHDk=0)

’ T 0 sinon

Ainsi VV = (n+ Dl
o 1 -
On en déduit \Y% V=11
n+1

) ) ) ) 1 -

Et on conclut La matrice V est inversible d’inverse n 1\/.
n

Remarque : Pour une matrice, avoir un inverse a droite ou a gauche implique I'inversibilité et
que l'inverse a droite ou a gauche est I'inverse.

2. 11 vient
1 1 1
0

n P(w ) 1 w w™ %o

Vee0;n] P(w’) = Y qpu® < ; = ‘ .

k=0 P(. "y : :
w 1w ... W n

-V

1 -
En multipliant & gauche par 'inverse de V c’est-a-dire par n 1V chaque membre de I'égalité
n

ci-avant, on trouve

1 n
@kép(wf)

Vk € [0; =
[0;n] p P

3. Soit k € [0; n]. Par inégalité triangulaire, on obtient

1 . —kl l
€ P < M P

On conclut VEk e [0;n] lag| < Sup |P(2)]

zeU




