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Problème I

1. On a f ′′ ⩾ f ⩾ 0 d'où f convexe. Si f n'est pas décroissante, il existe a, b avec 0 ⩽ a < b et
f(a) < f(b). Par croissance x 7→ τ(a, x), il vient

∀x ⩾ b τ(a, x) ⩾ τ(a, b) ⇐⇒ f(x) ⩾ f(b) + (x− a) τ(a, b)︸ ︷︷ ︸
>0

−−−−→
x→+∞

+∞

ce qui est absurde. Ainsi

La fonction f est convexe décroissante.

2. La fonction f est décroissante positive donc admet une limite �nie ℓ en +∞. Supposons ℓ > 0.
Alors, on a f ′′(t) ⩾ f(t) ⩾ ℓ pour tout t réel d'où pour x réel∫ x

0

f ′′(t) dt = f ′(x)− f ′(0) ⩾ ℓx =⇒ f ′(x) ⩾ ℓx+ f ′(0) −−−−→
x→+∞

+∞

ce qui est absurde puisque f ′ ⩽ 0 car f décroît. Puis, la fonction f ′ croît puisque f est convexe
et est négative puisque f décroît. Ainsi, la fonction f ′ admet une limite ℓ′ en +∞. Supposons
ℓ′ < 0. On a f ′(t) ⩽ ℓ′ pour tout t réel d'où pour x réel∫ x

0

f ′(t) dt = f(x)− f(0) ⩽ ℓ′x =⇒ f(x) ⩽ ℓ′x+ f(0) −−−−→
x→+∞

−∞

ce qui est absurde puisque f est positive. Ainsi

f(x) −−−−→
x→+∞

0 et f ′(x) −−−−→
x→+∞

0

3. Les fonctions g et h sont dérivables comme composées de telles fonctions et on trouve

∀x ⩾ 0 g′(x) = ex (f(x) + f ′(x)) = e 2xh(x) et h′(x) = e−x (f ′′(x)− f(x))

On en déduit la croissance de h qui est de limite nulle en +∞ d'où h(t) ⩽ 0 pour tout t ⩾ 0.
Ainsi

La fonction h croît et est négative et la fonction g décroît.

4. Il en résulte notamment que g(x) ⩽ g(0) pour x ⩾ 0 d'où

∀x ⩾ 0 f(x) ⩽ f(0)e−x

Problème II

1. Soit (A,B) ∈ E2. On a Tr (AB) =
n∑

i=1

n∑
k=1

ai,kbk,i =
n∑

k=1

n∑
i=1

bk,iai,k

Ainsi ∀(A,B) ∈ E2 Tr (AB) = Tr (BA)

2.(a) On note (Ei,j)1⩽i,j⩽n la famille des matrices élémentaires de Mn(K) constituant la base
canonique de cet espace. Un rapide calcul montre que
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∀(i, j, k, ℓ) ∈ [[ 1 ; n ]]4 Ei,j × Ek,ℓ = δj,k Ei,ℓ

D'après la propriété remarquable de l'application T, il vient pour (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2

T(Ei,j) = T(Ei,1 × E1,j) = T(E1,j × Ei,1) = δi,jT(E1,1)

Ainsi ∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 T(Ei,j) = α δi,j

2.(b) Pour A = (ai,j) ∈ Mn(K), on a

T(A) = T

Ç ∑
1⩽i,j⩽n

ai,jEi,j

å
=

∑
1⩽i,j⩽n

ai,jT(Ei,j)

=
∑

1⩽i,j⩽n

α ai,j δi,j = α
n∑

i=1

ai,i = αTr (A)

Ainsi ∀T ∈ Λ T = αTr avec α = Tr (E1,1)

3. D'après ce qui précède, on a Λ ⊂ Vect (Tr ) et l'inclusion réciproque a lieu d'après la propriété
fondamentale de la trace. On conclut

Λ = Vect (Tr )

Problème III

1. Le calcul donne T2 = 4X2 − 1 T3 = 8X3 − 4X

2. On peut conjecturer que pour n entier, on a deg Tn = n avec pour coe�cient dominant 2n et
même parité que n . Prouvons cela par une récurrence double. On note

P(n) : Tn = 2nXn +Qn avec degQn < n et Tn(−X) = (−1)nTn(X)

• P(0),P(1) : l'initialisation est immédiate.

• P(n−1) et P(n) =⇒ P(n+1) : prouvons l'hérédité, supposons P(n) et P(n−1) vraies
pour n �xé supérieur ou égal à 1. Par suite

Tn+1 = 2XTn − Tn−1

= 2X (2nXn +Qn)− Tn−1

Tn+1 = 2n+1Xn+1 + [2XQn − Tn−1]

Posons Qn+1 = 2XQn − Tn−1. On a

degQn+1 ⩽ max (deg 2XQn, deg Tn−1)

⩽ max(1 + n− 1, n− 1) = n < n+ 1

Et Tn+1(−X) = 2(−X)Tn(−X)− Tn−1(−X)

= 2(−1)n+1Tn(X)− (−1)n−1Tn−1(X) = (−1)n+1Tn+1(X)

le dernière égalité résultant de l'égalité (−1)n+1 = (−1)n−1 ce qui clôt la récurrence. On a donc
prouvé

∀n ∈ N Tn = 2nXn +Qn avec degQn < n et Tn(−X) = (−1)nTn(X)
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3. On peut déjà signaler que le sinus ne s'annule pas sur ] 0 ; π [. On procède encore par récurrence
double. On note

P(n) : ∀θ ∈ ] 0 ; π [ Tn(cos(θ)) =
sin((n+ 1)θ)

sin(θ)

• P(0),P(1) : Soit θ ∈ ] 0 ; π [. Par trigonométrie, on a

T0(cos(θ)) = 1 =
sin(θ)

sin(θ)
T1(cos(θ)) = 2 cos(θ) =

2 sin(θ) cos(θ)

sin(θ)
=

sin(2θ)

sin(θ)

L'initialisation est véri�ée.
• P(n−1) et P(n) =⇒ P(n+1) : prouvons l'hérédité, supposons P(n) et P(n−1) vraies
pour n �xé supérieur ou égal à 1. Par suite, pour θ ∈ ] 0 ; π [, il vient

Tn+1(cos(θ)) = 2 cos(θ)Tn(cos(θ))− Tn−1(cos(θ))

=
2 cos(θ) sin((n+ 1)θ)− sin(nθ)

sin(θ)

=
2 cos(θ) sin((n+ 1)θ)− [sin((n+ 1)θ) cos(θ)− sin(θ) cos((n+ 1)θ)]

sin(θ)

Tn+1(cos(θ)) =
cos(θ) sin((n+ 1)θ) + sin(θ) cos((n+ 1)θ)

sin(θ)
=

sin((n+ 2)θ)

sin(θ)

ce qui clôt la récurrence. On a donc montré

∀(n, θ) ∈ N× ] 0 ; π [ Tn(cos(θ)) =
sin((n+ 1)θ)

sin(θ)

4. Soit n entier. D'après la propriété établie précédemment, on a pour θ ∈ ] 0 ; π [

Tn(cos(θ)) = 0 ⇐⇒ sin((n+ 1)θ) = 0

⇐⇒ (n+ 1)θ ∈ {kπ, k ∈ Z}

Tn(cos(θ)) = 0 ⇐⇒ θ ∈
ß

kπ

n+ 1
, k ∈ Z

™
∩ ] 0 ; π [ =

ß
kπ

n+ 1
, k ∈ [[ 1 ; n ]]

™
L'application θ 7→ cos(θ) est injective sur ] 0 ; π [ car strictement décroissante et par conséquent,
des valeurs deux à deux distinctes de ] 0 ; π [ ont des images par la fonction cos qui sont également
deux à deux distinctes d'où

Card

ß
kπ

n+ 1
, k ∈ [[ 1 ; n ]]

™
= Card

ß
cos

Å
kπ

n+ 1

ã
, k ∈ [[ 1 ; n ]]

™
= n

Ainsi, les X− cos

Å
kπ

n+ 1

ã
divisent Tn et sont premiers entre eux d'où

n

Π
k=1

ï
X− cos

Å
kπ

n+ 1

ãò
divise Tn

Or deg
n

Π
k=1

ï
X− cos

Å
kπ

n+ 1

ãò
= n = degTn

et comme 2n est le coe�cient dominant de Tn, on conclut que

∀n ∈ N Tn = 2n
n

Π
k=1

ï
X− cos

Å
kπ

n+ 1

ãò
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Problème IV

1. Soit (k, ℓ) ∈ [[ 1 ; n+ 1 ]]2. On a(
VV̄

)
k,ℓ

=
n+1∑
j=1

ω(k−1)(j−1)ω−(j−1)(ℓ−1) =
n+1∑
j=1

(
ωk−ℓ

)j−1

C'est une somme de racine de l'unité et en distinguant les cas, on trouve

(
VV̄

)
k,ℓ

=

n+ 1 si k = ℓ

1− ω(n+1)(k−ℓ)

1− ωk−ℓ
= 0 sinon

Ainsi VV̄ = (n+ 1)In+1

On en déduit V
1

n+ 1
V̄ = In+1

Et on conclut La matrice V est inversible d'inverse
1

n+ 1
V̄.

Remarque : Pour une matrice, avoir un inverse à droite ou à gauche implique l'inversibilité et
que l'inverse à droite ou à gauche est l'inverse.

2. Il vient

∀ℓ ∈ [[ 0 ; n ]] P(ωℓ) =
n∑

k=0

akω
kℓ ⇐⇒

Ö
P(ω0)

...
P(ωn)

è
=

á
1 1 . . . 1
1 ω . . . ωn

...
...

...
1 ωn . . . ω2n

ë
︸ ︷︷ ︸

=V

Ö
a0
...
an

è
En multipliant à gauche par l'inverse de V c'est-à-dire par

1

n+ 1
V̄ chaque membre de l'égalité

ci-avant, on trouve

∀k ∈ [[ 0 ; n ]] ak =
1

n+ 1

n∑
ℓ=0

ω̄kℓP(ωℓ)

3. Soit k ∈ [[ 0 ; n ]]. Par inégalité triangulaire, on obtient

|ak| ⩽
1

n+ 1

n∑
ℓ=0

∣∣ω̄kℓP(ωℓ)
∣∣ ⩽ Max

ℓ∈[[ 0 ;n ]]

∣∣P(ωℓ
∣∣

On conclut ∀k ∈ [[ 0 ; n ]] |ak| ⩽ Sup
z∈U

|P(z)|
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