
ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026 02/10/2025

Devoir en temps libre n°04

Problème I

Soit f ∈ C 2(R+,R) positive, bornée telle que f ⩽ f ′′.

1. Montrer que f est convexe et décroissante.

2. Établir f(x) −−−−→
x→+∞

0 et f ′(x) −−−−→
x→+∞

0

3. On pose ∀x ⩾ 0 g(x) = f(x)ex et h(x) = (f ′(x) + f(x)) e−x

Étudier les variations de h et de g ainsi que le signe de h.

4. En déduire ∀x ⩾ 0 f(x) ⩽ f(0)e−x

Problème II

Soit E = Mn(K) avec n entier non nul. On note

Λ = {T ∈ L (E,K) | ∀(A,B) ∈ E2 T(AB) = T(BA)}

1. Établir ∀(A,B) ∈ E2 Tr (AB) = Tr (BA)

2. Soit T ∈ Λ et α = T(E1,1).

(a) Déterminer T(Ei,j) pour (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2.
(b) En déduire une relation entre T et la trace Tr .

3. Conclure en décrivant Λ en fonction de Tr .

Problème III

Soit (Tn)n une suite de polynômes de R[X] dé�nie par

T0 = 1, T1 = 2X ∀n ∈ N Tn = 2XTn−1 − Tn−2

1. Calculer T2,T3.

2. Déterminer le degré, le coe�cient dominant et la parité de Tn.

3. Montrer que ∀θ ∈ ] 0 ; π [ Tn(cos θ) =
sin((n+ 1)θ)

sin(θ)

4. En déduire une expression factorisée de Tn.
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Problème IV

Soit n entier non nul et P =
n∑

k=0

akX
k ∈ C[X]. On pose V =

(
ω(k−1)(ℓ−1)

)
1⩽k,ℓ⩽n+1

∈ Mn+1(C)

avec ω = e
2iπ
n+1 .

1. Calculer VV̄. En déduire l'inversibilité de la matrice V et préciser son inverse.

2. Pour k ∈ [[ 0 ; n ]], déterminer une expression simple de ak en fonction des P(ωℓ) avec
ℓ ∈ [[ 0 ; n ]].

3. En déduire ∀k ∈ [[ 0 ; n ]] |ak| ⩽ Sup
z∈U

|P(z)|
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