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Corrigé du devoir en temps libre n°03

Probléme 1

1. Notons £ = lim P,. Pour n entier non nul, on a P,,_; # 0 sans quoi (P,), serait de limite
n—-+oo

nulle et

~

P
Pn—l n—oo E

Up =

D’ou Uy — 1

n—oo

2. Par définition, le produit [[(1 + u,) converge si et seulement si (H uk> admet une limite
k=0 n
n
finie non nulle, autrement dit, passant au logarithme, si et seulement si (Z In(1+ uk)> admet
k=0
une limite finie. Par conséquent, on a

[1(1 4 uy,) converge <= > In(1 + u,) converge

Or, on a In(1 + u,) —— 0 si et seulement si u, —— 0 et si u, —— 0, alors il vient
n—oo

n—oo n—oo
In(14+wu,) ~ u,. D'aprés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs, on obtient
n—+oo

> In(1 + u,) converge <= > u, converge

Et on conclut [1(1 + u,) converge <= > u, converge

3. Comme ci-avant, on a

[1(1 — u,) converge <= > In(1 — u,) converge

On a également In(1 — u,) —— 0 si et seulement si u, — 0 et si u, — 0, alors il vient
n—o0

n—o0 n—oo

In(1—wu,) ~ —u,. D’aprés le critére des équivalents pour des séries a termes de signe constant,
n—+oo
on obtient
> In(1 — u,) converge <= > u, converge
Et on conclut [1(1 —u,) converge <= > u, converge

Probléme 11

R Gt O
1. La série )
2
n>1 n
décroit et tend vers zéro. Cette série est donc convergente ce qui prouve

. . . . . 1
est alternée et vérifie le critére des séries alternées puisque la suite (—2
n
n>1

’Pour n entier, la quantité R,, est bien définie en tant que reste de série de convergente.‘

2. Par controle du reste d’une série alternée vérifiant le critére des séries alternées, on a



1 1

Par comparaison et critére de Riemann, la série > R,, converge absolument et on conclut

’La série Y "R, converge.‘

3. Soit N entier. On a en changeant 'ordre de sommation

NfRn = Nf ( % (_ki)k + RN> = ikf(_l)k + NRy = % (_]j)k + NRy

2
n=0 \ k=n+1 k=1n=0 k k=1

D’aprés le controle du reste établi & la question précédente, on a
1 1
N = N0 (55) =0() = o)

Ainsi, faisant tendre N — +o0, on obtient

N +oo (_1)k
+00
On conclut > R, =—1In(2)
n=0

Remarque : Sous réserve de convergence, on pourrait étre tenté d’utiliser le théoréme de Fubini

sur la somme double
+Zoo ( io (_,;) ) = io (f%lunﬂ;mu(lﬂ))

n=0 \ k=n+1 n=0 ‘=0

Mais cette démarche échoue car on n’a pas sommabilité. Par comparaison série/intégrale, on
trouve

+00 1 1 +00 1
5 ~ — et ) —=+00
herp1 k2 notoo n=1T

d’ou la non-sommabilité de la famille considérée.

Probléme III

1. On pose ¢(z) = z — th (z) pour x > 0. La fonction ¢ est de classe € sur [0;+o00 [ avec

1
V>0 o) =1———— >0
Ainsi, la fonction ¢ croit avec ¢(0) = 0 d’on th () < x pour > 0. On en déduit
Vn € N Upy1 < %

Et par récurrence immédiate, on conclut

Ug

2. On pose v, = 2™u,, pour n entier. Puis

Vn e N In <Un+1> =In (th(un)>

Un Unp

On a le développement limité th (u) = u + O(u?) (la fonction th est impaire) puis



Comme O(u,) = u,O(1) = o(1), on obtient

(%) = ot =0 ()

Ainsi, la série > [In(v,41) — In(vy,)] converge ce qui prouve la convergence de la suite (In(vy,)),
et par conséquent, il existe C > 0 telle que v,, —— C, autrement dit
n—oo

3. On a
_ sh(u)_( u? 2>1< u? 3>
th(u)uzoch(u)_ 1+7+0(u) u+g+o(u)
2 3 1 1 ) 3
= (1— %—i—o(uz)) <u+%+o(u3)) =u+ <6 — 5) ud +o(u?) =u — %—i—o(u‘g)
Pui t = 2"(th S ! 0
uis, pour n entier  v,11 — v, = 2"(th (u,) — uy) W T3 X g <

D’aprés le critére des équivalents, la série Y [v,411 — v,] converge et par sommation des relations
de comparaison

+09 el 408 1
D A B O T T
4C3 1 < 1 )
Alnsi _ 4C° 1 1
insi v, = C—+ 5 X " + 0 -
O lut ¢ + 4 X L + ( ! )
n conclu Up=—+— X —+0| —
2n 9 8n 8n

Probléme 1V

n_(—1)LVF]
Posons S,, = > % pour n entier. Pour p entier non nul, on pose U, = S,2_;. On a
k=1

(P+1?=1(_1) | VE| (P21 (1P (p+D?-1
Vp € N* Uy —U, = —_— = = (=1 _
b p+1 p k:Zp2 k1/4 P k1/4 ( ) k:Zp2 k1/4
Par monotonie, on trouve
(P+1)?-1 q P+1)?-1 1 2p+1
Vp € N* — = = 00
P kgz ke k:zp? VPTL VpTI e

Ainsi, la série téléscopique Y [U,41 — Uy, diverge grossiérement d’ou la divergence de la suite

p=1
(Up)ps1 c'est-a-dire de la suite (S,2_1),>1 extraite de la suite des sommes partielles. On conclut
e = (D) Lve] N
a série iverge.
7; /4 &
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FIGURE 1 — Tracé de la suite (S,), 5,



