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Problème I

Soit n entier non nul et E = Rn[X]. On pose

∀P ∈ E φ(P) = X(X− 1)P′ − nXP

1. Montrer que φ ∈ L (E) et déterminer matCφ où C désigne la base canonique de E.

2. Justi�er que φ est diagonalisable et préciser ses éléments propres (spectre et base de
diagonalisation).

Problème II

1. Soit A ∈ Mn(C). Montrer qu'il existe B et N dans Mn(C) avec B diagonalisable, N nil-
potente telles que A = B+ N et BN = NB.

La décomposition précédemment obtenue est dite décomposition de Dunford. On admettra
l'unicité d'une telle décomposition.

2. Calculer la décomposition de Dunford de A =

Ñ
3 −1 1
2 0 1
1 −1 2

é
.

Problème III

Soit E = Mn(K), A ∈ E et Φ dé�nie par

∀M ∈ E Φ(M) = AM+MA

1. Justi�er que Φ ∈ L (E).

2. On suppose A nilpotente. Montrer que Φ l'est également.
On pourra chercher une expression de Φk(M) pour k entier et M ∈ E.

3. On suppose A diagonalisable avec P ∈ GLn(K) telle que P−1AP = diag(λ1, . . . , λn).

(a) On pose ∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 Mi,j = PEi,jP
−1

Calculer Φ(Mi,j) pour (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2.

(b) En déduire que Φ est diagonalisable et préciser une base de diagonalisation.
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Problème IV (bonus)

Soit E = Mn(K), A ∈ E et Φ dé�nie par

∀M ∈ E Φ(M) = AM+MA

On suppose Φ diagonalisable et on note (Mi,j)1⩽i,j⩽n une base de diagonalisation de Φ associée
aux valeurs propres (λi,j)1⩽i,j⩽n.

1. Justi�er qu'il existe µ ∈ C et X ∈ Mn,1(C)∖ {0} tels que AX = µX.

2. Montrer que (Mi,j)1⩽i,j⩽n est une base de Mn(C).

3. Soit Y ∈ Mn,1(C). Justi�er que X̄⊤X > 0 puis calculer MX avec M =
1

X̄⊤X
YX̄⊤.

4. En déduire que (Mi,jX)1⩽i,j⩽n est génératrice de Mn,1(C).
5. Pour (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2, déterminer AMi,jX en fonction de λi,j, µ et Mi,jX.

6. En déduire que A est diagonalisable dans Mn(C).
7. En considérant Tr (A), établir que µ ∈ K et conclure que A est diagonalisable dans

Mn(K).
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