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Feuille d'exercices n°24

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (***)

Soit E un K-ev de dimension n et f ∈ L (E). On dé�nit le commutant de f par

C (f) = {g ∈ L (E) | f ◦ g = g ◦ f}

1. Justi�er que C (f) est un sev de L (E).

2. On suppose f nilpotente d'indice n. Déterminer C (f).

3. On suppose seulement f trigonalisable. Montrer dimC (f) ⩾ n.

Corrigé : 1. L'ensemble C (f) contient 0L (E) et est stable par combinaison linéaire par linéarité
de la composition d'où

Le commutant C (f) est un sev de L (E).

2. Soit x0 ∈ E tel que fn−1(x0) ̸= 0E. Montrons que B = (x0, f(x0), . . . , f
n−1(x0)) est une base

de E. Soit (αk)k∈[[ 0 ;n−1 ]] ∈ Kn tel que
n−1∑
k=0

αkf
k(x0) = 0E. En appliquant fn−1 dans cette égalité,

il vient

fn−1

Å
n−1∑
k=0

αkf
k(x0)

ã
= α0f

n−1(x0) +
n−1∑
k=1

αkf
k−1(fn(x0)) = α0 f

n−1(x0)︸ ︷︷ ︸
̸=0E

= 0 =⇒ α0 = 0

En répétant le procédé, on montre la nullité de tous les αk d'où la liberté de B et comme
Card B = dimE, la famille B est une base de E. Soit g ∈ C (f). On dispose de (ak)k∈[[ 0 ;n−1 ]] ∈

Kn tel que g(x0) =
n−1∑
k=0

akf
k(x0). Posons h =

n−1∑
k=0

akf
k. Comme g commute avec f , alors g commute

avec f i pour tout i ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]. On a

g (f i(x0)) = g ◦ f i(x0) = f i ◦ g(x0) = f i

Å
n−1∑
k=0

akf
k(x0)

ã
=

n−1∑
k=0

akf
k+i(x0) =

Å
n−1∑
k=0

akf
k

ã
(f i(x0)) = h(f i(x0))

Ainsi, les endomorphismes g et h coïncident sur B et par caractérisation d'une application
linéaire sur une base, il s'ensuit que g ∈ K[f ] d'où C (f) ⊂ K[f ]. L'inclusion réciproque est
immédiate d'où

C (f) = K[f ]

3. Soit B une base de trigonalisation de f et T = matBf ∈ Tn(K) (espace des matrices trian-
gulaires supérieures). Notant

C (T) = {M ∈ Mn(K) | MT = TM}

on a clairement dimC (T) = dimC (f). Considérons la dimension de l'espace de solutions de
l'équation

MT− TM = 0 (S)
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d'inconnue M ∈ Tn(K). Les termes diagonaux donnent les équations triviales

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] mi,iti,i − ti,imi,i = 0

Par conséquent, le système (S) possède
n(n+ 1)

2
−n équations pour

n(n+ 1)

2
inconnues. Comme

le rang de (S) est majorée par le nombre d'équations, il s'ensuit

dimC (T) ∩ Tn(K) ⩾
n(n+ 1)

2
−
Å
n(n+ 1)

2
− n

ã
⩾ n

Ainsi dimC (T) ⩾ dimC (T) ∩ Tn(K) ⩾ n

Exercice 2 (***)

Soit A ∈ Mn(K) et B =

Å
A 0
A A

ã
∈ M2n(K).

Déterminer une condition nécessaire et su�sante sur A pour que B soit diagonalisable.

Corrigé : Par une récurrence immédiate, on montre que

∀k ∈ N Bk =

Å
Ak 0
kAk Ak

ã
Il s'ensuit par combinaison linéaire

∀P ∈ K[X] P(B) =

Å
P(A) 0
AP′(A) P(A)

ã
Si B est diagonalisable, on peut choisir P scindé à racines simples qui annule B. Par conséquent,
on a également P(A) = AP′(A) = 0. Le polynôme P étant scindé à racines simples, les racines de
P′ sont distinctes de celles de P d'où P∧XP′ = 1 ou X. Or, on a πA|P et πA|XP′ d'où πA|P∧XP′

et deg πA ⩾ 1 ce qui prouve πA = X et donc A = 0. La réciproque est évidente. On conclutÅ
A 0
A A

ã
diagonalisable ⇐⇒ A = 0

Exercice 3 (***)

Soit M ∈ M2(Z) telle qu'il existe n entier non nul véri�ant Mn = I2. Établir M12 = I2.

Corrigé : Le polynôme Xn−1 =
n−1∏
k=0

(X−e
2ikπ
n ) est annulateur deM et scindé à racines simples. Il

s'ensuit que M est diagonalisable dans C avec Sp (M) ⊂ Un. Les racines de χM sont donc racines
n-ièmes de l'unité et on a χM ∈ R[X] donc les racines sont toutes deux réelles ou complexes
conjuguées. Si Sp (M) ⊂ R, la matrice M peut être semblable (et donc égale) à I2 ou −I2 ou aussi

semblable à
Å
1 0
0 −1

ã
(la position du signe n'importe pas, il su�t d'échanger les colonnes dans

la matrice de passage) d'où M2 semblable (et donc égale) à I2 et le résultat suit pour tous ces

cas. Si le spectre de M n'est pas réel, la matrice M est semblable à
Å
e iθ 0
0 e−iθ

ã
avec θ ∈ R∖πZ.

Par ailleurs, on a

χM = X2 − Tr (M)X + detM avec Tr (M) ∈ Z
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La trace étant un invariant de similitude, on obtient Tr (M) = 2 cos θ ∈ [[−1 ; 1 ]]. Le cas cos θ = 0

correspond à θ ≡ π

2
[π] d'où M semblable à

Å
i 0
0 −i

ã
et par conséquent M4 semblable (et donc

égale) à I2. Le cas cos θ = 1 correspond à θ ≡ +−
π

3
[π] d'où M semblable à

Ç
e

2iπ
3 0

0 e− 2iπ
3

å
d'où

M3 semblable (et donc égale) à I2. Le cas cos θ = −1 se traite de manière analogue. Ainsi, il
existe toujours un diviseur d de 12 tel que Md = I2 et on conclut

M12 = I2

Exercice 4 (**)

Soit E un K-ev de dimension �nie et u ∈ L (E) diagonalisable. On note (pλ)λ∈Sp (u) la famille de

projecteurs associés à la somme directe E =
⊕

λ∈Sp (u)

Eλ(u). Montrer

∀λ ∈ Sp (u) pλ ∈ K[u]

Corrigé : On note (Lλ)λ∈Sp (u) la famille des polynômes interpolateurs de Lagrange associée à
Sp (u). Soit λ ∈ Sp (u). On a Lλ(µ) = δµ,λ pour µ ∈ Sp (u). Avec la propriété P(u)(x) = P(µ)x
pour x ∈ Eµ(u), on trouve

∀x ∈ Eλ(u) Lλ(u)(x) = Lλ(λ)x = x

et ∀x ∈
∑

µ∈Sp (u)∖{λ}
uµ ∈

⊕
µ∈Sp (u)∖{λ}

Eµ(u) Lλ(u)(x) =
∑

µ∈Sp (u)∖{λ}
Lλ(µ)xµ = 0

Autrement dit Lλ(u) = pλ

On conclut ∀λ ∈ Sp (u) pλ ∈ K[u]

Exercice 5 (***)

Soit E un K-ev de dimension �nie et u ∈ L (E) diagonalisable. Décrire les sev stables par u.

Corrigé : Soit F un sev stable par u. L'endomorphisme induit uF est diagonalisable donc admet
une base de vecteurs propres qui sont aussi vecteurs propres de u et des valeurs propres qui sont
parmi celles de u. Ainsi, on a

F =
⊕

λ∈Sp (uF)

Eλ(uF) et Sp (uF) ⊂ Sp (u) et ∀λ ∈ Sp (uF) Eλ(uF) sev de Eλ(f)

Notant Fλ = Eλ(uF) pour λ ∈ Sp (uF) et Fλ = {0} pour λ ∈ Sp (u) ∖ Sp (uF), on peut donc
écrire

F =
⊕

λ∈Sp (u)

Fλ avec ∀λ ∈ Sp (u) Fλ sev de Eλ(u)

Réciproquement, un sev de la forme F =
⊕

λ∈Sp (u)

Fλ avec Fλ sev de Eλ(u) pour tout λ ∈ Sp (u)

est stable par u. En e�et, pour x ∈ F, il existe (xλ)λ∈Sp (u) tel que x =
∑

λ∈Sp (u)

xλ. Puis

u(x) =
∑

λ∈Sp (u)

u(xλ) =
∑

λ∈Sp (u)

λxλ ∈
⊕

λ∈Sp (u)

Fλ
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Ainsi

Les sev stables par u sont exactement les
⊕

λ∈Sp (u)

Fλ avec les Fλ des sev respectifs des Eλ(u).

Exercice 6 (***)

Soit E un K-ev de dimension n et u ∈ L (E) diagonalisable.

1. Si Card Sp (u) = n, déterminer le nombre de sev stables par u.

2. Que peut-on dire si Card Sp (u) < n ?

Corrigé : 1. Comme u admet n valeurs propres distinctes, ses sous-espaces propres sont des
droites vectorielles. Soit F sev stable par u. L'endomorphisme induit uF est diagonalisable donc
admet une base de vecteurs propres qui sont aussi vecteurs propres de u et des valeurs propres
qui sont parmi celles de u. Ainsi, on a

F =
⊕
λ∈I

Eλ(uF) avec I ⊂ Sp (u) et ∀λ ∈ I Eλ(uF) ⊂ Eλ(u)

Or, on a dimEλ(uF) ⩾ 1 et dimEλ(u) = 1 pour λ ∈ I, on en déduit que

F =
⊕
λ∈I

Eλ(u) avec I ⊂ Sp (u)

Réciproquement, pour I ⊂ Sp (u), on véri�e sans di�culté que
⊕

λ∈Sp (u)

Eλ(u) est un sev stable par

u. Ainsi, les sev stables par u sont exactement les
⊕
λ∈I

Eλ(u) avec I ⊂ Sp (u). Ainsi, le nombre de

sev stables par u est le nombre de parties de Sp (u). Comme Card Sp (u) = n, on a
n∑

k=0

(
n
k

)
= 2n

parties de Sp (u) et on conclut

Si Card Sp (u) = n, il y a 2n sev stables par u.

2. Si Card Sp (u) < n, alors il existe λ valeur propre de multiplicitémλ(u) > 1. On a dimEλ(u) =
mλ(u) car u est diagonalisable et par conséquent, l'espace propre Eλ(u) contient un plan vectoriel
qu'on peut noter Vect (x, y) avec (x, y) famille libre dans Eλ(u). Notons Dn = Vect (x+ny) avec
n entier. Pour n,m entiers distincts, on a (x+ny, x+my) libre. En e�et, soit α, β des scalaires.
Il vient

α(x+ ny) + β(x+my) = 0 ⇐⇒
®
α + β = 0

nα +mβ = 0
⇐⇒ α = β = 0

Ainsi, les sev (Dn)n sont deux à deux distincts et ils sont clairement par stables par u. On conclut

Si Card Sp (u) < n, il y a une in�nité de sev stables par u.

Exercice 7 (***)

Soient A, B dans Mn(C) telles que AB = 0. Montrer qu'il existe P ∈ GLn(C) telle que P−1AP
et P−1BP soient triangulaires supérieures.

Corrigé : Soit E = Cn et u, v dans L (E) respectivement canoniquement associés à A et B. On
a u ◦ v = 0 d'où Im v ⊂ Ker u. Soit B une base de E obtenue par complétion d'une base de
Ker u. On a
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matBu =

Å
0 A1

0 A2

ã
et matBv =

Å
B1 B2

0 0

ã
avec B1 ∈ Mr(C) et A2 ∈ Mn−r(C) où r = dimKer u. Il existe P2 ∈ GLn−r(C) et P1 ∈ GLr(C)
telle que P−1

2 A2P2 et P
−1
1 B1P1 soient triangulaires supérieures. Alors, considérant la matrice par

blocs P = diag(P1,P2), on a P inversible d'inverse P−1 = diag(P−1
1 ,P−1

2 ) et un produit par blocs
donne

P−1

Å
0 A1

0 A2

ã
P =

Å
0 P−1

1 A1P2

0 P−1
2 A2P2

ã
et P−1

Å
B1 B2

0 0

ã
P =

Å
P−1
1 B1P1 P−1

1 B2P2

0 0

ã
qui sont toutes deux triangulaires supérieures. On conclut

Il existe P ∈ GLn(C) telle que P−1AP et P−1BP soient triangulaires supérieures.

Exercice 8 (***)

Soit f ∈ L (Cn). Montrer que

f diagonalisable ⇐⇒ f 2 diagonalisable et Ker f = Ker f 2

Le résultat subsiste-t-il pour f ∈ L (Rn) ?

Corrigé : Le sens direct est immédiat en considérant une base de vecteurs propres. Réciproque-
ment, on a

E = Ker f 2 ⊕
Ç ⊕

λ∈Sp (f2)∖{0}
Ker (f 2 − λ id )

å
Pour λ ∈ C∗, on note +−µ(λ) les racines carrées complexes. Ainsi, on a

∀λ ∈ C∗ X2 − λ = (X− µ(λ))(X + µ(λ)) avec (X− µ(λ)) ∧ (X + µ(λ)) = 1

D'après le lemme des noyaux, il vient

E = Ker f 2 ⊕
Ç ⊕

λ∈Sp (f2)∖{0}
Ker (f − µ(λ) id )⊕Ker (f + µ(λ) id )

å
Comme Ker f 2 = Ker f (éventuellement réduit à {0E}), on a montré que E est somme directe
des sous-espaces propres de f d'où f diagonalisable. Ainsi

f diagonalisable ⇐⇒ f 2 diagonalisable et Ker f = Ker f 2

Dans R2 par exemple, le résultat est faux en considérant f canoniquement associé à A =

Å
0 −1
1 0

ã
puisque f 2 = id et f n'est pas diagonalisable.

Exercice 9 (****)

Soient A, B dans Mn(C). Montrer

χA = χB ⇐⇒ ∀k ∈ [[ 1 ; n ]] Tr (Ak) = Tr (Bk)

Corrigé : Le sens direct est immédiat : si χA = χB, alors les matrices A et B ont même valeurs
propres et mêmes multiplicités et le résultat suit par trigonalisation de A et de B. Supposons

∀k ∈ [[ 1 ; n ]] Tr (Ak) = Tr (Bk)

Par linéarité de la trace, on a Tr (P(A)) = Tr (P(B)) pour tout P ∈ Cn[X]. Supposons Sp (A) ̸=
Sp (B) avec par exemple µ ∈ Sp (B)∖ Sp (A). Soit (Lλ)λ la famille de polynômes interpolateurs
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associés à Sp (A) ∪ {µ}. L'ensemble Sp (A) ∪ {µ} est de cardinal au plus n + 1. Les polynômes
Lλ sont donc de degré au plus n. Par trigonalisation pour A et B, on trouve

Tr (Lµ(A)) = 0 et Tr (Lµ(B)) = mµ(B) avec mµ(B) ⩾ 1

ce qui est absurde. On en déduit Sp (A) = Sp (B). Considérant la famille (Lλ)λ (abus de notation
. . .) associée à Sp (A) = Sp (B) , on trouve

∀λ ∈ Sp (A) mλ(A) = Tr (Lλ(A)) = Tr (Lλ(B)) = mλ(B)

Ainsi, les polynômes χA et χB de C[X] ont même racines avec mêmes multiplicités et sont
unitaires. On conclut

χA = χB ⇐⇒ ∀k ∈ [[ 1 ; n ]] Tr (Ak) = Tr (Bk)
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