ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°24

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (***)
Soit E un K-ev de dimension n et f € Z(E). On définit le commutant de f par

C(f)={9e ZE) | fog=gof}
1. Justifier que €'(f) est un sev de Z(E).
2. On suppose [ nilpotente d’indice n. Déterminer & (f).
3. On suppose seulement f trigonalisable. Montrer dim €' (f) > n.

Corrigé : 1. L’ensemble €’(f) contient 0 (g et est stable par combinaison linéaire par linéarité
de la composition d’ou

Le commutant €(f) est un sev de Z(E).

2. Soit 7y € E tel que f"(xg) # Og. Montrons que B = (g, f(xg),..., " (o)) est une base

n—1
de E. Soit (a)kefo;n-1] € K" tel que Y f¥(xo) = Op. En appliquant f"~* dans cette égalité,
k=0
il vient
n—1 n—1
1t (5 aftan) ) = 0™ o) + oS () = 0§ (an) =0 = ap =0
k=0 k=1 T
E

En répétant le procédé, on montre la nullité de tous les ap d’ou la liberté de % et comme
Card # = dimE, la famille Z est une base de E. Soit g € €(f). On dispose de (ax)re[o;n-1] €

n—1 n—1
K" tel que g(wg) = > arf¥(xg). Posons h = >~ ai f*. Comme g commute avec f, alors g commute
k=0 k=0

avec f7 pour tout i € [0;n—1]. On a
g ('z0) = g0 fao) = 10 glo0) = £ ( E aus¥aw)
= S o an) = (S ous*) (7)) = b1 (a0)
Ainsi, les endomorphismes g et h coincident sur A et par caractérisation d’une application

linéaire sur une base, il s’ensuit que g € K[f] d'ou € (f) C K[f]. L’inclusion réciproque est
immédiate d’ou

¢ (f) = K[f]

3. Soit Z une base de trigonalisation de f et T = matyzf € T,,(K) (espace des matrices trian-
gulaires supérieures). Notant

@(T) = {M € M,(K) | MT =TM}

on a clairement dim %' (T) = dim €' (f). Considérons la dimension de I'espace de solutions de
I’équation

MT — TM =0 (S)



d’inconnue M € T,,(K). Les termes diagonaux donnent les équations triviales
Vie[1;n] miti; — tigmi; =0

n(n+1) n(n+1)

Par conséquent, le systéme (S) posséde —n équations pour — inconnues. Comme

le rang de (S) est majorée par le nombre d’équations, il s’ensuit

, n(n+1) n(n+1)
dim?(T)NT,(K) > 5 — ( 5 — n) >n

Ainsi dim?(T) > dim?(T)NT,(K) > n

Exercice 2 (***)

: AlO

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

Corrigé : Par une récurrence immédiate, on montre que
AF |0 >

Bf = <

Vk € N AR AF

Il s’ensuit par combinaison linéaire

(P | 0O )
VP € K[X] P(B) = ( AP'(A) ‘ (A
Si B est diagonalisable, on peut choisir P scindé a racines simples qui annule B. Par conséquent,
on a également P(A) = AP/(A) = 0. Le polynome P étant scindé a racines simples, les racines de
P’ sont distinctes de celles de P d’out PAXP’ =1 ou X. Or, on a mo|P et mo|XP’ d’ot mp|P AXP’
et degma > 1 ce qui prouve mp = X et donc A = 0. La réciproque est évidente. On conclut

AlO : .
( ATA ) diagonalisable <—= A =0

Exercice 3 (***)
Soit M € .#5(7Z) telle qu'il existe n entier non nul vérifiant M™ = I,. Etablir M'? = 1.

n—1 .
Corrigé : Le polynome X"—1 = [] (X—e “a") est annulateur de M et scindé a racines simples. 11

s’ensuit que M est diagonalisable dans C avec Sp (M) C U,. Les racines de xy sont donc racines
n-iémes de 'unité et on a xu € R[X] donc les racines sont toutes deux réelles ou complexes
conjuguées. Si Sp (M) C R, la matrice M peut étre semblable (et donc égale) a I, ou —I, ou aussi

semblable a (é _01> (la position du signe n’importe pas, il suffit d’échanger les colonnes dans

la matrice de passage) d’ott M? semblable (et donc égale) a Iy et le résultat suit pour tous ces

i0 0
ei9> avec ) € R\ 7Z.

cas. Si le spectre de M n’est pas réel, la matrice M est semblable a ( 0

Par ailleurs, on a

v =X2—=Tr(M)X +detM avec Tr(M)e€Z



La trace étant un invariant de similitude, on obtient Tr (M) = 2cosf € [ —1; 1]. Le cas cos =0

correspond & 0 = g [r] d’ou M semblable a <(1) 81> et par conséquent M? semblable (et donc

e~ 3
M3 semblable (et donc égale) a Ip. Le cas cosf = —1 se traite de maniére analogue. Ainsi, il
existe toujours un diviseur d de 12 tel que M? = I, et on conclut

2?771
égale) a I. Le cas cosf = 1 correspond & 6 = ig [r] d’ot M semblable a (e 03 Om) d’ott

Exercice 4 (**)

Soit E un K-ev de dimension finie et u € .Z(E) diagonalisable. On note (py)xesp (u) la famille de

projecteurs associés a la somme directe E= € E,(u). Montrer
AESP (u)

VAESp(u)  pr €Ky

Corrigé : On note (Ly)xesp(u) la famille des polynomes interpolateurs de Lagrange associée a
Sp (u). Soit A € Sp (u). On a Ly(p) = d,,» pour o € Sp (u). Avec la propriété P(u)(x) = P(u)x
pour z € E,(u), on trouve

Vo € Ex(u) La(u)(z) = Ly(N)zx ==

et vee Y we @ B L= ¥ Liwa =0
BESP (u)~{A} RESP (u){A} RESP (u)~{A}

Autrement dit Ly(u) = pa

On conclut VA € Sp (u) px € Klu]

Exercice 5 (***)

Soit E un K-ev de dimension finie et u € Z(E) diagonalisable. Décrire les sev stables par u.

Corrigé : Soit F un sev stable par u. I.’endomorphisme induit ug est diagonalisable donc admet
une base de vecteurs propres qui sont aussi vecteurs propres de u et des valeurs propres qui sont
parmi celles de u. Ainsi, on a

F= & Ex(up) et Sp(urp) CSp(u) et VA& Sp(ur) E)(ur) sev de Ey(f)
AESP (uf)

Notant F) = E,(ur) pour A € Sp (ur) et Fy = {0} pour A € Sp (u) \ Sp (ur), on peut donc
écrire

F= & F, avec VA€ Sp(u) F\ sev de Ey(u)

AESD (u)

Réciproquement, un sev de la forme F = @ F, avec F, sev de Ey(u) pour tout A € Sp (u)

AESP (u)
est stable par u. En effet, pour x € F, il existe (2))xesp () tel que z = >~ x,. Puis
AESD (u)
uwz)= >, ulzy)= >, e @ Fi
AESD (u) AESD (u) AESD (u)



Ainsi

Les sev stables par u sont exactement les € F, avec les F des sev respectifs des E,(u).
AESD (u)

Exercice 6 (***)

Soit E un K-ev de dimension n et u € Z(E) diagonalisable.

1. Si Card Sp (u) = n, déterminer le nombre de sev stables par w.

2. Que peut-on dire si Card Sp (u) <n?
Corrigé : 1. Comme u admet n valeurs propres distinctes, ses sous-espaces propres sont des
droites vectorielles. Soit F sev stable par u. L’endomorphisme induit up est diagonalisable donc

admet une base de vecteurs propres qui sont aussi vecteurs propres de u et des valeurs propres
qui sont parmi celles de u. Ainsi, on a

F=@E\(up) avec I1CSp(u) et VAel E)(ur) C Ex(u)
A€l

Or, on a dimEy(up) > 1 et dimEy(u) = 1 pour A € I, on en déduit que
F=@E\(u) avec 1C Sp(u)

Ael

Réciproquement, pour I C Sp (u), on vérifie sans difficulté que @ E,(u) est un sev stable par
AESD (u)

u. Ainsi, les sev stables par u sont exactement les @ Ey(u) avec I C Sp (u). Ainsi, le nombre de
el

sev stables par u est le nombre de parties de Sp (u). Comme Card Sp (u) =n, ona Y (}) = 2"
k=0

parties de Sp (u) et on conclut

Si Card Sp (u) = n, il y a 2" sev stables par .

2. 51 Card Sp (u) < n, alors il existe A valeur propre de multiplicité my(u) > 1. On a dim Ey(u) =
my(u) car u est diagonalisable et par conséquent, I'espace propre E,(u) contient un plan vectoriel
qu’on peut noter Vect (z,y) avec (z,y) famille libre dans Ey(u). Notons D,, = Vect (z +ny) avec
n entier. Pour n, m entiers distincts, on a (z + ny, x + my) libre. En effet, soit «, 8 des scalaires.
Il vient

a+pB=0

<— a=p=0
na+mp =0

a(z +ny) + Bz +my) =0 {

Ainsi, les sev (D,,),, sont deux a deux distincts et ils sont clairement par stables par u. On conclut

Si Card Sp (u) < n, il y a une infinité de sev stables par w.

Exercice 7 (***)

Soient A, B dans .#,,(C) telles que AB = 0. Montrer qu’il existe P € GL,(C) telle que P~'AP
et P71BP soient triangulaires supérieures.

Corrigé : Soit E = C" et u, v dans .Z(E) respectivement canoniquement associés a A et B. On
auov =0 doulImuv C Ker u. Soit #Z une base de E obtenue par complétion d’une base de
Ker u. On a



mat u—(o Al) et mat»v—(Bl B2>
0] Ay 2270010

avec By € #,(C) et Ay € A,,_.(C) ou r = dim Ker u. Il existe Py € GL,,_.(C) et P; € GL,(C)
telle que Py *AyPy et P7'B,P; soient triangulaires supérieures. Alors, considérant la matrice par
blocs P = diag(Py,P,), on a P inversible d’inverse P~! = diag(P; ', P;') et un produit par blocs
donne

pi < 0A >P _ ( 0|P*AP, ) ot Pl < B, | By )P _ ( P.'B,P; | P{'ByPy >
0] A, 0| PyAP, 00 0 | 0

qui sont toutes deux triangulaires supérieures. On conclut

Il existe P € GL,(C) telle que P~'AP et P™'BP soient triangulaires supérieures.

Exercice 8 (***)

Soit f € Z(C"). Montrer que
f diagonalisable <= f? diagonalisable et Ker f = Ker f?
Le résultat subsiste-t-il pour f € Z(R™)?

Corrigé : Le sens direct est immédiat en considérant une base de vecteurs propres. Réciproque-
ment, on a

E:Kerf2@< P Ker(fQ—)\id))
A€Sp (f2)~{0}
Pour A € C*, on note *+ p(\) les racines carrées complexes. Ainsi, on a
VAeCr X2 XA=X-—pN)X+puN) avee X —pA)AX+pN) =1
D’apreés le lemme des noyaux, il vient
E:Kerf269< ) Ker(f—u(A)id)@Ker(f—i—/L(A)id))
A€Sp (£2)~{0}

Comme Ker f? = Ker f (éventuellement réduit a {Og}), on a montré que E est somme directe
des sous-espaces propres de f d’ou f diagonalisable. Ainsi

f diagonalisable <= f? diagonalisable et Ker f = Ker f?

. . . 0 —1
Dans R? par exemple, le résultat est faux en considérant f canoniquement associé¢ 3 A = (1 0 )

puisque f? =id et f n’est pas diagonalisable.

Exercice 9 (***%*)

Soient A, B dans ., (C). Montrer
Xa=xp <= Vke[l;n] Tr (A*) = Tr (BY)

Corrigé : Le sens direct est immédiat : si Yo = xB, alors les matrices A et B ont méme valeurs
propres et mémes multiplicités et le résultat suit par trigonalisation de A et de B. Supposons

VEe[l;n] Tr (A%) = Tr (BF)

Par linéarité de la trace, on a Tr (P(A)) = Tr (P(B)) pour tout P € C,[X]. Supposons Sp (A) #
Sp (B) avec par exemple € Sp (B) N\ Sp (A). Soit (Ly), la famille de polynomes interpolateurs

3



associés & Sp (A) U {u}. L’ensemble Sp (A) U {u} est de cardinal au plus n + 1. Les polynomes
L, sont donc de degré au plus n. Par trigonalisation pour A et B, on trouve

Tr(L,(A)) =0 et Tr(L,(B))=m,B) avec m,(B)>1
ce qui est absurde. On en déduit Sp (A) = Sp (B). Considérant la famille (Ly), (abus de notation
...) associée & Sp (A) = Sp (B) , on trouve

vAeSp(A)  ma(A) =Tr(La(A)) = Tr (Lx(B)) = ma(B)

Ainsi, les polynomes x5 et yp de C[X] ont méme racines avec mémes multiplicités et sont
unitaires. On conclut

Xa=xB < Vke[l;n] Tr (A*) = Tr (B¥)




