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Feuille d’exercices n°23

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (**)

Les matrices de .#5(R) suivantes sont-elles semblables :

00 -1 0 -1 -1
0 0 B=[-1 -1 -2
1 3 1 2 4

A=11
0

Exercice 2 (**)

Soit A matrice compagne de (u,), € K suite récurrente linéaire d’ordre p > 2. Résoudre
AX = XX avec X" = (29 ...x,_1) non nulle. En déduire la forme des sous-espaces propres de
A et une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité de A.

Exercice 3 (**%*)

0 1 0 ... 0
n 0 2
SoitA=109 n—1 0 -. 0| € #u(R).
: . )
o ... 0 1 0

1. Interpréter A comme matrice d’'un endomorphisme de E = R,,[X].

2. En déduire que A est diagonalisable.

Exercice 4 (***%*)

0 1 0 0
1 :
On pose An=1|o - . - ol €A4[R) et P,=xa,
: ‘. ", P |
0O ... 0 1 0

1. En considérant P, (2cos(#)) avec 6 € | 0; 7 [, déterminer une expression factorisée de P,,.

2. En déduire que A,, est diagonalisable et préciser ses éléments propres

Exercice 5 (**)

Soit E = #,(K), A € E et on pose p(M) = AM pour tout M € E.
1. Justifier que ¢ € Z(E).

2. Montrer A diagonalisable <= ¢ diagonalisable
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Exercice 6 (***)

Soit E un K-ev de dimension finie et (u;);e; dans Z(E), endomorphismes diagonalisables com-
mutant deux a deux. Montrer qu’il existe une base commune de diagonalisation.

Exercice 7 (**)

Soit E un R-ev de dimension finie et u,v dans .Z(E) diagonalisables tels que u
que u = v.

3 = 3. Montrer

Exercice 8 (****)
Soit u € Z(C™). Montrer que u est non diagonalisable si et seulement s’il existe un plan vectoriel

F stable par u et Z une base de F tels que matgup = (3 /1\>

Exercice 9 (***)

Soit E un K-ev de dimension finie, u,v dans Z(E) avec u o v = v o u et v nilpotent. Montrer
que det(u + v) = det u.

Exercice 10 (***)

Soit A € .4, (K) et B — (%‘%) € Mon(K).

Montrer que A diagonalisable <= B diagonalisable

Exercice 11 (**%*)

Soit E un K-ev de dimension n et f € Z(E) diagonalisable. On définit le commutant de f par

C(f)={9cZ{E) | fog=gof}
1. Justifier que €(f) est un sev de Z(E).

2. Montrer : gEC(f) < YAeSp(f) E,(f) stable par g

3. Déterminer dim € (f).
4. Si les valeurs propres de f sont simples, montrer que €' (f) = K[f].

Exercice 12 (***)

Soit E = 4, (K), (A,B) € E? et on pose (M) = AM + MB pour tout M € E. Justifier que
¢ € Z(E) puis montrer que si A et B sont diagonalisables, alors ¢ Dest.

Exercice 13 (**%*)

Soit A € .#,(C). Montrer
A nilpotente <= Vk e [1;n] Tr (A*) =0

Exercice 14 (***)

Pour n > 2, montrer que tout hyperplan de .Z,(K) rencontre GL,,(K).
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