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Intégrales a parametres

Exercice 1.

1. Soit f:x— e~ Alors on peut démontrer par récurrence que pour tout x dans R, f(x) =
P,(x) f(x) ol1 P, est un polynome. Si k € N, alors x*P,,(x) f (x) o Opar croissances comparées.
— 100

Donc .

On utilisera dans tout 'exercice que si f € .#, alors pour tout k € N et pour tout n € N, x — x* £
est dans .#. En effet, cette fonction est €, et ses dérivées successives sont des sommes de
fonctions du type x — x! f”’(x), qui multipliées par n'importe quelle puissance de x tendent
bien vers 0 en +oo.

2. — On montre déja que f est . Posons g: (x,&) — f(x) e,
d'g

e (—i)’x’g(x,&). Donc

Soit n dans N. Alors pour tout ¢ dans [0, ],

6[
— pour tout ¢ de [0,n—1], ﬁ est intégrable (car, comme f € %, x*(—i)’x’ f(x,¢) .0

donc g est intégrable par regle de Riemann)
n

— X +—

aen est continue par morceaux.

n

— & est continue.
¢ Jen

— pour tous x et ¢ dans R,

n

"
Donc pour tout n€ N, f est de classe €7, et donc f est de classe €.
On montre ensuite que toutes les dérivées de f décroissent plus vite que toutes les puis-
sances de ¢.

+

Soitne NetkeN.Ona f™¢) = f (—ix)" f(x)e” "™ dx. On pose g(x) = (—i)"x" f(x). Cette

—o0
fonction est dans .# d’apres la remarque de début d’exercice. Par intégration par parties
on a de plus:

<|f(x)x"|, intégrable pour la méme raison que ci-dessus.

—ix{' +00

—i& | o

Le crochet est nul car lim |g(x)|=0. En intégrant k +1 fois par parties, on en déduit :
X—+00

e FE =&k

é-k +00 .
gx) +Ef g'(X)e_lx‘( dx

1

k +00 +00
kpm) oy _ S (k1) 1y p—iXE 3 (k+1) (o ,—ix¢
¢ fn (é)_mf_oo g (x)e "™ dx = ik+lé_/;oo g (x)e "¢ dxg_:,mo
On en déduit que| f est dans . |.
. +00 2
3. (@ OnaG(O):f e 2dx=|V2m|
—00

+00 - xz
(b) Si¢eR, G'(E) = f ine e s dx.

. 2 .
Effectuons une IPP avec u(x) = ie * et v/(x) = xe~z. Alors v/ (x) = e " et v(x) = —e
et le crochet est nul, d’ol1 : G'(&) = —£G(9).
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On a donc en résolvant I’équation différentielle : G(é) = Ae 2

V27, donc on a bien |G = 271G |.
4. 1l suffit de remarquer que: Vxe R, Ve R, |f()g(x— 1)l < K|f(#)| avec | f| intégrable.
. Faire le changement de variables u = x - t.

avec A€ C. De plus, G(0) =

Soient f et g dans .#. Alors la dérivabilité de f * g est obtenue par théoreme de dérivation des
intégrales a parametres (a détailler), et V(k, n) € N2,

+

X (f 9" (x) =f ooxkf(t)g(”)(x—t)dt

—00

+00
f x—t+ 0 fF(g"™ (x—1) dt

+o0o k

>

—00 =0

(’;) ) x—-05 g™ x -1 dt,

qui tend vers 0 quand x tend vers +oo par double limite (la domination vient du fait que f et g
sont toutes deux dans .%).

7. Soit ¢ dans RR. Alors, comme f * g est intégrable, f * g existe et

i

+00 .
Frg@ = f (f * @) (x)e %€ dx

+00 p4oo )
:f f f(Hgx—1dre ™* dx

f+oo +00
—00

f(Hglx—pe ™ drdx
f+m

—00
+00

+00

f(hgx—1 e ™ dx dr en s’autorisant a permuter les intégrales
(o.0]

+00 ) i
f gx—t)e 0 dx dr.

+00 . +0o .
D’oll, en posant y=x—¢: f glx—1e ™05 dx :f gye Ve dy =gy,

+00 )
f fne i dr =

+

gOF© |

soit f# g(&) = f fMe g dr=g©)

—00

Exercice 2.

1. La fonction f est bornée sur R, donc, pour tout p > 0, pour tout t € Ry, |e P! f(r)| < Me P!,
intégrale sur R.. Donc la fonction ¢ — e~P! f (1) est intégrable sur R.,.

+00
De plus, on a f
0

1
e P'dt=—,donc:
p
+00 +00 +oo
p-ZL(fHp)-¢ = pf e"”f(t)dt—p(f e Pldr :f pe PHf()-¢) dt .
0 0 0
Soit M un majorant de |f(#) — ¢| sur R.. Pour tout A >0, on peut alors écrire

lp-Z(f)(p) -2l < +

A
f pe PY(f(r)-¢) dt
0

+o0
f pe PHf()-¢) dt’
A

pe Pif(t)-¢|dt.

+00

J

A
st pe Pldt+
0
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. . 3 . . L, . L. . € N N . . . . . .
Soit £ > 0. Soit A tel que |f (1) - ¢| < 5 bour t = A, donc la deuxieme intégrale inférieure a > 2. Onseramene a ty = 0 par la translation ¢-fy. Ainsi on suppose simplement que f estintégrable.
A pa o o € (@) Soitadans]0,+oo[.Alors pour tout ¢ >0, e "W < e~ %@ par croissance de ¢. Alors [e™ "W f(x)| <
Comme fo pe Pldr=1-e ,:60’ on peut rendre la premiere intégrale inférieure a 5 enpre- |/ ()|, d’ol, en intégrant et par intégrabilité de f,

nant p suffisamment petit. Donc lin(} (p- L p)-1)=0|
p_, +

+00 +00 +0o
‘t f e Y f(x)dx| <t f le™W f(x)|dx < te”"*@ f |f)]dx — o0,
a a a t—+00

2. Soit F la primitive de f qui s’annule en 0. F est de classe €' sur R, et admet une limite finie

en +oo, donc est bornée sur R,. Pour tout p >0, la fonction ¢ — F(t)e P! est intégrable sur R, car a > 0.
et lim F(r)e P’ =0, d oy, par IPP: (b) Effectuonsle changement de variables y = rx. Alors
t—+oo
a ta d 1 ta
+00 +00 —tx — -y X _y — _f -y Z
VpeR} f f(t)e_’”dt:p-f F(t)e P! dt. fo ¢S dx fo ¢ f(t) t th € f(t)dy'
0 0
ta
. (Y
La transformée de Laplace £(f) est donc définie sur R, et:|Vpe R} L(f)(p)=p- LFE)(p) | Reste a montrer que fo eV f (;) dy tend vers f(0) quand ¢ tend vers +oo. Déja,
La transformée £ (F), définie R, est continue sur cet intervalle : en effet, si on fixe py > 0, la " .
fonction ¢ — F(r)e P est intégrable sur R, et une domination évidente montre la continuité f eV f ( y ) dy = f * ey 1y<iaf (X) dy.
de Z(F) sur I'intervalle [py, +ool. Par (1), on déduit la continuité de £ (f) sur R}. Enfin, d’apres 0 t ) t
1. pour F:

Or, y— lysmf(l;) tend vers f(0) quand ¢ tend vers +oo, et ‘e‘y lysmf(l;)‘ <KeY,ouK est

+00
<(HO :fo fode= llgolF B plgf)l+ p-ZE)p)= plg]& <) une borne de f sur [0, @]. Donc, par convergence dominée,

donc| Z(f) est continue en 0 |. foo oo

E | | [ e et By, — [ e ror day=fo

t 0 —+00
3. Vous avez vu que cette intégrale convergeait. Appliquons alors 2.a f: t — %, prolongée par

continuité en zéro : sa transformée de Laplace est donc définie et continue sur R .. On en déduit, comme on a supposé que f(0) # 0, que f “ e ™ f(x)dx ~ SO i
Posons g=Z(f) et h:(p, 1) — e P f(1). 0 =40 1

ah . . . ah +0oo _ a _ +00 B
Onaa—(p, ) =—e P'sint et, sia>0,lamajoration ‘O—(p, 1| < e~ valable pour (p, ) € [a, +oo[xR*, (c) Ona :f e W f(x) dx:f e ™ f(x) dx+f e W f(x) dx.

P p a 0 a
prouve que la fonction g = £(f) est de classe €' sur [a, +oo[ pour tout a > 0, donc sur R*, avec Ord’apreslea), ona f*oo e £(x) dx = 0 %) Donc d’aprésla question b), | F(1) - f (IO) -
a —+00

+00
gp)=- fo e Plsint dr=- 3. Onpose y = ¢(x). Comme ¢ est continue, strictement croissante, tend vers +oo en +oo et vérifie
¢(0) =0, d’apres le théoreme de la bijection continue, ¢ est une bijection de R, dans R, qui

en effectuant deux IPP. Donc il existe C € R tel que g(p) = C —arctanp sur R}. plus est de classe €' et dont la dérivée ne s’annule pas, donc sa bijection réciproque est aussi

1+p2’

De plus, lim ¢”" sin(f) _ 0, etVp > a,VieRa, e f(1)] < e % f(1) intégrable. &1 sur R,. Ainsi, sil’on applique la formule de changement de variables :
p—+o00
+00 +00 d
, N PR . . T —tp(x) _ -ty -1 Y
= = — e (X) dx = [ e o ( )—
D’apres le théoreme de convergence dominée, pErPoog(p) 0, donc C 5 et fo f A feop(y 2 @1
* PN . 2 z 2 N . — 1 .
VpeRl,gp)=2(Hp) = g —arctanp. D’oly, en appliquant le résultat précédent a la fonction y— fo¢ 1(y)m, on obtient
, _ 0 sin ¢ . m +o0 1 fle7l@) _| f)
Or, Z(f) est continue en 0 donc: I = Tdtzﬁf(f)(O): lirg+$(f)(p): St f e fopl(y) - @ _
0 P 0 @' (@~1(y) t=+o0 @' (971 ONE | @' (0)1
. +oo 2 41 5 +00 5
Exercice 3. 4. Sia >0, alors f e ™ fx)dx= f e ™ f(x) dx+f e ™ f(x)dx.
0 0 a

1. Soit ¢ = t. Alors o (1 1 s
0 On va montrer que la seconde intégrale est négligeable devant — et la premiere correspond

Vi

|e—[(l)(x) f()C)| — e—(f—to)(ﬂ(x) |f(x) e—to(P(x) f(X)} < e—(t—to)(P(O) |f(JC) e—tO(P(x) f()C)

, al’équivalent qui nous intéresse. Déja,

car ¢ est croissante. Comme x — | f(x)e”?™ f(x)| est intégrable, x — e~ "?™ f(x) est intégrale. +

+o00o 5
‘\/Ef e ™ f(x)dx
a

(0,0
|f(x)]dx t:wo.

< \/;e—mzf

Donc| F est définie des que £ = 1, | 0

2/3



mp 2025-26

Ensuite,
a aVt +00 \/]_-[
\/Ef e ™ f)dx = f eV’ (l)d ﬁf e £0)du=Y=f(0).
A fx) xyzﬁxo f\/; MHMOO fO)du 2f()

D’ou le résultat par le méme raisonnement qu’en 2.

5. L'idée est encore de se ramener au cas précédent. Comme ¢’ > 0 et ¢(0) =0, ¢ > 0 sur R} et
¥ =,/p est €' et strictement croissante sur R}. Reste a voir la dérivabilité en 0 :

2 1
Vo) = \/(p”(O)% +o(x?) = WT(O)“ o(x),

i 0
d’oui la dérivabilité en 0, avec y'(0) = ¢ 2( ) .

On pose alors y = w(x). Alors le changement de variable dans I'intégrale donne

1 L YAfyT O (VT [0
Rt R WA V2970 |

+00 2
F(1) :f e™ foyl(y)
0

Exercice 4.

1. Soit v intégrable continue, M un majorant de |u|. Alors |[uv| < M|v| donc | uv est intégrable |.

2. Supposons par I'absurde que u ne soit pas bornée sur R.
Pour tout k € N, il existe I; un intervalle ni vide ni réduit a un point (par continuité) sur lequel
|lu| est supérieure ou égal a k. Quitte a les réduire, on peut de plus supposer les I;. disjoints.
Pour tout k dans N, notons ay la largeur de I.

Soit v une fonction égale a un triangle culminant en au milieu de Iy, nulle ailleurs. Alors

2ak
v est intégrable, car la série des aires des triangles est la série convergente )| R

(s 2 . .
En revanche, | uv ne I'est pas|car |uv| est supérieur a —sur I, etla série )| P diverge. Ily a
ak

contradiction.
u(t . . .
3. Posons v(¢f) = L On abien v continue etbornéeparlet—1car:Vie R, |u(d)| < |u(t)|+
w(0)] +e P
u
e ltl.
lu(t)|?
lu(r)| + e~
lu(p)| e

lu(r)| + e~

On a alors par hypothese uv: ¢ — intégrable.

De plus, |u(t)| - u(t)v(t) = <e !l est intégrable, donc |u| aussi.
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