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Devoir surveillé n°2 - 4h

Probléme 1

oo t) — 2t
On pose Vr>0  F(x)= / cos(t) tcos( >e_“ dt
0

1. Montrer que F est de classe € sur | 0; +00 .

2. Justifier que cos est 1-lipschitzienne.
3. En déduire lim F(z).

Tr—+00

4. Déterminer une expression de F(z) pour x > 0.

Probléme 11

+00
1. Soit f € €,m (R4, R, ) décroissante. Montrer que la série > f(n) et 'intégrale / f(t)dt
0
sont de méme nature.

1
2. En déduire la nature de la série de Riemann » — en fonction de « réel.

n;ln
+too 1
En cas de convergence, on pose S(a) = Y —.
n=1N1%
3. Montrer Vo > 1 1<S(a) <1+ 1
a —
too ]
Pour a > 1 et n entier non nul, on note R,,(a) = "
k=n
1 1
4. Montrer Ru(a)=———+0(—
(v — 1)not ne

1

5. On pose Vo >0 f(z) = A= )zt

Avec une formule de Taylor reste intégral, montrer

. 1 a1 aa+1)
Vk eN f<k+1)_f(k):k_a_§ka+1+Ak avec O<Ak<W
s 1 1 1
6. En déduire R.(a) = TR + 5a +0 )



Probléme 111

Partie I

1. Rappeler la définition d’une fonction convexe.

2. Justifier le fait que la fonction exponentielle est convexe sur R. On citera précisément le théoréme
utilisé.

3. Soient a et b des nombres réels strictement positifs. Soit 6 dans l'intervalle |0, 1[. Démontrer I'inégalité :

a®d=9 < Ga + (1 - 0)b.

Partie I1

Soit & un nombre réel strictement positif. Soient u et v deux nombres réels tels que 0 < u < v.
4. (a) Quevaut [ t"~1dt ?
(b) Justifier que I'intégrale fol t*~1dt converge absolument. Quelle est sa valeur ?
5. Démontrer que l'intégrale fol t*~le~tdt converge absolument.
6. (a) Déterminer la limite lorsque ¢ tend vers 0 de t*/2Int.
(b) Démontrer que 'intégrale fol (Int)t*~Lte~tdt converge absolument.
7. On suppose que z € [u,v].
(a) Justifier que |(In#)?t*~Le~| < (Int)?t“~L, pour tout ¢ dans |0, 1].

Qt.’,c—l

(b) Démontrer que l'intégrale fol (Int) e~ tdt converge absolument.

8. Soit F' I'application définie par, pour z, un nombre réel strictement positif:

1
Flz) = / Lot
0

Démontrer que F définit une fonction de classe C? sur ]0, +oo[. Expliciter sous forme d’intégrale sa
dérivée et sa dérivée seconde. On citera explicitement le théoréme utilisé.

Partie III
9. Soit # un nombre réel strictement positif. Déterminer la limite lorsque ¢ tend vers +oo de (Int)%t*~e~t/2,
10. En déduire que :
(a) intégrale [, > t*~le~'dt converge absolument.

(b) lintégrale f;roo (Int)t*~te~tdt converge absolument.



(c) Vintégrale [["*°(Int)**~'e~!dt converge absolument.

11. Soit G l'application définie par, pour  nombre réel strictement positif:
+o0
G(x) :/ t* e tat
1

Démontrer que G définit une fonction de classe C? sur ]0, +oo[. Expliciter sous forme d’intégrale sa
derivée et sa derivée seconde.

Partie IV

On peut donc définir la fonction I" de la variable réelle x strictement positive en posant :

+oo
I(z) = / t* e tdt.
0

Comme I' = F + G, on sait que I" est une fonction de classe C? sur ]0, +-oc].

12. En utilisant une intégration par parties, démontrer I’égalité :

Vo €0, +ool, T(z + 1) = 2['(x).
13. Calculer la valeur de I'(1).
14. En déduire la valeur de I'(n) pour tout entier naturel n non nul.

15. Justifier que la fonction IV admet au moins un zéro situé dans U'intervalle |1, 2[. On citera explicitement
le théoréme utilisé.

16. Justifier que la fonction I' est une fonction convexe sur Uintervalle |0, +o0].

17. Justifier que la fonction I admet un unique zéro, noté «, dans l'intervalle |0, +o00[ et que la fonction I’
admet un minimum global en «.

18. Représenter le graphe de la fonction T' sur ]0, +00|.

Partie V

Soit I un intervalle de R. Une fonction f, définie sur l'intervalle I et a valeurs dans I'intervalle ]0, +o0],
est dite In-convexe si

V(@.y) € I7,¥0 € [0, 1], In (f(0= + (1 = 0)y)) < 01 (f(2)) + (1 = 0) In (f(y)).
La fonction f est donc In-convexe si et seulement si la fonction In (f) est convexe.

19. Soit ¢ un nombre réel. Justifier le fait que la fonction x +— e“” est In-convexe sur R.
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20. Soit f une fonction de I'intervalle I a valeurs dans 'intervalle |0, +00[ In-convexe. Démontrer que f est
convexe. La réciproque est-elle vraie? Si oui, on justifiera précisément sa réponse et si non, on donnera
un contre-exemple.

21. Soit f une fonction de lintervalle I a valeurs dans Uintervalle ]0,4+o00[. On suppose que, pour tout
nombre réel ¢ strictement positif, la fonction g. définie pour  dans I par g.(x) = e f(x) est convexe.
Soient x,y dans I, x < y, et 6 dans ]0, 1[.

(a) Justifier f(0z 4+ (1 — 0)y) < ecC=DE@=) f(2) + (1 — 0)ePW=2) f(y).
(b) Soit H la fonction définie pour ¢ dans Rt par : H(c) = 0ec =D @=9) f(z) 4 (1 — 0)e?W—2) f(y).
i. Déterminer la limite de H(c) lorsque ¢ tend vers +oc.

ii. On admet que la fonction H est de classe C! sur ]0, +oo[ et un calcul élémentaire qu’on ne
demande pas de faire montre que sa fonction derivée H' s’annule en un unique nombre réel ¢y
en changeant de signe, le nombre ¢ vérifiant la relation :

geoa—y) _ L)
f(x)

Démontrer que H(co) = f(z)? f(y)1=9).
iii. Etablir le tableau de variations de H. Que représente le point ¢y pour la fonction H ?

(¢) Justifier que f est In-convexe.

22. Soient c et 6 des nombres réels strictement positifs. On note ¢,y la fonction de la variable réelle
définie pour x dans 0, +oo[ par :

sﬁc,e(x) _ 993716796096.
Démontrer que ¢, est convexe sur l'intervalle ]0, 4+ool.

23. En déduire que la fonction I" est In-convexe sur |0, +o0.

Partie VI

Soit g une fonction définie sur U'intervalle 0, +-00[ et & valeurs dans ]0, +oo[ telle que :
- g est une fonction In-convexe
- Vo €]0,+ocf, g(x +1) = zg(x),

-g9(1) =1
On pose G =1ng.

24. Exprimer g(n) en fonction de 'entier naturel n, n > 1.

25. Soient = dans ]0,1[ et n dans N\ {0,1}.



(a) Justifier les inégalités :

(b) En déduire que

(n—1)%n-1)!<gx+n)<n"(n-—1)!-

Soit n dans N\ {0, 1} et soit = dans ]0,1]. On pose :

- n*(n —1)!

Soit = dans |0, 1[.
26. Démontrer pour un entier n > 2:

n—1
r+n-—1

(

Jun—1(2) < g(x) < up(z)-

27. On se propose de démontrer que la suite (u,(x))nen (0,1} converge vers g(x) lorsque n tend vers +o0.

(a) Soit a dans ]0, +oo]. Justifier que (1 4+ ) — 1 < ax
(b) Etudier le sens de variation de la suite (u,(2))nem 0,1} -

(¢) Conclure.

28. En déduire que g =T.
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