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Feuille d’exercices n°17

Exercice 1 (**)

Soit E un K-ev de dimension n (non nul) et u € Z(E) avec rg (u) < r < n — 1. Montrer que u
est composé d’endomorphismes de rang r.

Corrigé : Notons s = rg (u). Si s = r, le résultat est trivial. Supposons 0 < s < r. Soit £ une
base de E et A = matgu. On dispose de P, Q dans GL,(K) telles que

A=PJ,Q avec J,=>E;;
i=1

Posons Vee[s+1;r+1] Ky=J, + > E;;
i€ s+1;r+1]\{¢}

Par construction, on a

r+1
Vliels+1;r+1] rg Kp=r et [] Ki=Js
l=s+1

Le produit contient au moins deux termes puisque s < r par hypothése. Par suite

A=P < Tﬁl Kz) Q - PK5+1 ( H Kﬁ) Kr+1Q

l=s5+1 s+1<b<r+1

et Vle[s+1;r+1] rg (PKy1) =rg Kp = 1rg (K, 11Q) =7

En considérant les endomorphismes dont les matrices dans % sont respectivement PK, ., K,
avec s+ 1<l <r+1et K, 1Q, on conclut

’L’endomorphisme u est composé d’endomorphismes de rang r.‘

Exercice 2 (**)

Soit E = R,,[X] avec n entier non nul. Pour P € E; on pose ¢(P) = X(X — 1)P’ — nXP.
1. Montrer que ¢ € Z(E). Préciser matyp ot € désigne la base canonique de E.
2. Déterminer des bases de Ker ¢ et Im .

Corrigé : 1. L’application ¢ est linéaire par linéarité du produit & gauche et de la dérivation.
On a

o(l)=—nX€eE

et VEe[l;n] o(XF) = (k — n)XFH! — Xk

d’ott ¢(X*) € E pour tout k¥ € [0; n], y compris le cas k = n puisque le coefficient devant le
terme en X"! s’annule. Par caractérisation d’'une application linéaire sur une base, on conclut

p € Z(E)




—n -1
Et on a matgzp = | —(n—1) —2
: . - 0
0 0 -1 —n
2.0na PeKeryp <— X[(X-1)P —nP]=0 << X-1)PP—nP =0

Résolvons I’équation différentielle associée sur | 1;+00 [ et cherchons des solutions polynomiales :

(t— D)a'(t) — na(t) =0 < z € Vect (t — (t — 1))

Dot Ker ¢ = Vect ((X —1)")

Puis, la famille (@(Xk))ke[[o;n]]
& extraire une famille libre de cardinal n de la famille génératrice précédente. Le caractére
échelonnée montre que les familles (SO(Xk»ke[[O;nfl}] et (go(Xk))ke[l;n]] font l'affaire mais on
peut fournir une base plus simple encore. Par lecture matricielle, on observe

VEe[0;n]  oX*) e Vect (X,...,X")

est génératrice de Im . D’aprés le théoréme du rang, on cherche

d’on Im ¢ C Vect (X,...,X")

Par égalité des dimensions, on conclut

La famille (X, ..., X") est une base de Im ¢.

Exercice 3 (***)

Soit A € 4, (K) vérifiant A"! £ 0 et A" = 0. Montrer que A est semblable & B avec

0o 1 0 ... 0
o0 1 ...0
B —

oo ... 001

0O ... ... 0 O
Corrigé : Supposons le probléme résolu. Notant u € £ (K™) canoniquement associé a A, il existe
une base # = (e1,...,g,) de E telle que u(e;) = g, pour i € [2; n] et u(e;) = 0, autrement
dit &; = u"(e,) pour tout i € [1; n]. Il suffit alors de choisir z € E tel que u"'(z) # 0.

La famille (u"!(

x),...,x) est libre. En effet, soit (a;)o<icn—1 une famille de scalaires tels que
nz_:lozkuk(x) = Og. On suppose les o non tous nuls et on pose p =min{k € [0; n — 1] | ay # 0}.
On a

u™ Pt (:Z_::)ozkuk(x)> =au" ' (z)+0g =0 = a,=0

ce qui est en contradiction avec le choix de p. Enfin, dans cette base, la matrice matzu a la
forme souhaitée.

| Les matrices A et B sont semblables. |




Exercice 4 (***)

Soit E un K-ev de dimension finie, (¢1,...,¢,) (n entier non nul) une base de .Z(E,K) et on

pose
o {E — K"
= (p1(2), - pn(T))

1. Préciser dim E.
2. Justifier que ® est un isomorphisme.

3. En déduire l'existence d’une base Z = (e1,...,¢,) de E telle que
V@i, j) €[1in]? i) = diy

Corrigé : 1. On a dim Z(E,K) = dim E x dimK = dim E puisque K est un K-ev de dimension
1. Comme Z(E,K) admet une base de cardinal n, il s’ensuit

2. Soit x G Ker &~ {0g}. Il existe p € Z(E,K) tel que p(z) # 0. Or, il existe des scalaires «; tels
que ¢ = Zazgoz et o(x) # 0 est alors absurde. On conclut que Ker & = {Og} d’ou l'injectivité

et donc 1a le@Cthlte pour raison de dimension. Ainsi

’L application ¢ est un isomorphisme de E sur K”‘

3. Soit € = (ey,...,e,) la base canonique de K™ et on pose
Vie[l;n] g = 07 1(e)

Par construction, on a exactement

V(i,j) € [1;n]? wi(ej) = 0ij

Remarque : La base 4 ainsi construite s’appelle la base antéduale de la base (¢1,...,p,) de

Z(E,K).

Exercice 5 (**)

Soit E un K-ev de dimension n entier non nul et u € Z(E). On suppose qu’il existe xy € E tel
que (zo,u(xg), ..., u" " (zo)) base de E. On pose

Cu)={ve ZE) | vou=uov}
1. Montrer que % (u) est une sous-algébre de Z(E).
2. Montrer C(u) = K,—1[u]
3. Déterminer dim % (u).

Corrigé : 1. On vérifie sans difficulté que id € €' (u), € (u) sev de Z(E) et vow € € (u) pour
v, w dans €' (u). Ainsi

[’ensemble €'(u) est une sous-algébre de Z(E).

2. On a clairement K,,_[u] C %€ (u). Réciproquement, soit v € €' (u). Le vecteur v(xg) se décom-
pose dans la base (zg, u(zo),...,u" *(zg)) en

n—1
v(zo) = Y apuf(xg) avec (ag,...,a,_1) € K"



Soit i € [0; n—1]. Comme v commute avec u, alors v commute avec u’ pour tout i € [0; n—1]
puis

v (u' (o)) = u' o v(xg) = U’ (gakuk(xo)>
=ulo (:;;akuk> () = (Zzzzakuk> (u'(zq))

n—1

Ainsi, les endomorphismes v et > aju® coincident sur la base (zo,u(x),...,u" (o)) et sont
k=0

donc égaux ce qui prouve I'inclusion directe. On conclut

n—1
% (u) = {Zakuk7 (ai)icfoin—1] € K”}
k=0

n—1
Variante : Soit z € E. 1l existe (bg)ockcn_1 € K" tel que z = > byu®(zp). Ainsi
k=0

n—1 n—1 n—1
v(z)=w <Zbkuk(xo)> = Y bpvouF(zg) = Y bruF o v(xy)
h=0 zi(l) n—1 =0 n—1
= Y bpu® (Zaﬂ/(zoo = > apuft(z) = S aut(w)
k=0 =0 0<k.f<n—1 (=0

3. D’aprés ce qui précéde, la famille (u")4e[o,n—1] est génératrice de €' (u). Montrons sa liberteé.
n—1

Soit (ak)kefo;n-1] € K" tel que > apu*' = 0. En particulier, en évaluant en z, il vient
k=0

n—1

S apu®(zo) = 0. Or la famille (zg, u(xg), ..., u" " (z9)) est une base de E donc libre et par suite

k=0

n—1
SapuF(zg) =0 = Vke[0;n—1] a=0
k=0

Ainsi, la famille (u*)yefo;n—17 est libre et génératrice de € (u) donc est une base de € (u). Son
cardinal étant égal a n, on conclut

dim%(u) =n

Exercice 6 (***)
Soit E = .#,,(R) avec n entier non nul, A € E. Résoudre en l'inconnue X € E I'équation
X +XT = Tr (X)A (L)
Corrigé : Soit X solution de (L). On a
X+XT=Tr(X)A = Tr (X+X")=Tr(X)xTr(A) = Tr(X)(2-Tr(A)=0

e Si Tr (X) = 0, alors X+X" = 0d’ott X € #,(R) et réciproquement, une matrice antisymétrique
est solution de (E).
e Si Tr (X) # 0, alors Tr (A) = 2. On pose

1
VXEE  p(X)=S(X+X)

Par analyse/synthése, on a la décomposition de X € E dans la somme directe .7, (R) & <, (R)
donnée par



—_

1
X = 5(X+XT)+—(X—XT)

)

EYtT(R) G'Q;I(R)
Il s’ensuit que ¢ est le projecteur sur .7, (R) parallélement a <7,(R). On a
T
2
Comme Tr (X) # 0, on a A € Im ¢ = .%,(R) et d’aprés les propriétés d’un projecteur,

SO(Tr (X)A> _ Tr(X)A

X+XT=Tr(X)A <= ¢p(X) A

2 2
Il s’ensuit o(X) = #A —= X - wA € Ker ¢ = o,(R)
D’ou X=X +B avec (\B)eRx4,(R)
Réciproquement, on a
V(A B) € R x o, (R) (A +B) = A = w/{

Notant Sg I’ensemble des solutions de E, on conclut

Si Tr(A) #2ou A ¢ .7,(R), alors Sp, = o7,(R) et sinon S, = {\A + B,B € &,(R)}.

Exercice 7 (**)

Soit E = .#,,(K) avec n entier non nul et (A, B) € E2 On pose
YMeEE  ®(M) =AM — MB
1. Vérifier que ® € Z(E).

p
2. Montrer V(M,p) € Ex N (M) = 3 (2) (1) Ar~*MBF
k=0

3. Montrer que si A et B sont nilpotentes, alors ® I'est aussi.

Corrigé : 1. L’application ® est valeurs dans E par définition des opérations matricielles et par
linéarité du produit a gauche et a droite et de la somme, on conclut

¢ e Z(E)

2. On pose f(M) = AM et g(M) = MB pour tout M € E. Les applications f et g sont également
des endomorphismes de E et on observe

VM e E fog(M)=AMB = go f(M)

autrement dit f et g commutent. D’aprés la formule du binéme, on a

= ([ = gp = X D))o g

P
Ainsi V(M,p) e ExN PP(M) = > (Z,z)(—l)kAp_’“MBk
k=0

3.S1 AP =0 et B! =0, alors pour k € [0; p+¢q],onak >poup+q—Fk > qdon &rt? = (.
On conclut

’Si A et B sont nilpotentes, alors ® I'est aussi.‘

3



Exercice 8 (***)

1. Soit E un K-ev et f € Z(E) tel que (x, f(x)) est liée pour tout x € E. Montrer que f est
une homothétie.

2. Soit A € #,(K) de trace nulle. Montrer que A est semblable une matrice de diagonale
nulle.

Corrigé : 1. Considérons x # Og. On a (z, f(x)) liée d’ont 'existence d’un scalaire A, tel que
f(z) = Azz. Soit y € E tel que (z,y) libre. On a y # Og et x + y # Op par liberté et aussi

f(ﬂf + y) = >\I+y<x + y) = )\mﬂl + )‘yy — >\x+y = )\x = >\y
Soit y € E non nul colinéaire a x. On a y = ax avec « scalaire non nul et
fly) = Moz = flax) = af(z) =alx = N =X\,

Ainsi, le scalaire \, ne dépend pas du choix de x non nul et pour z = O, le résultat vaut aussi
d’ou

f € Vect (id )

2. On procéde par récurrence en supposant le résultat vrai pour une matrice de .4, _;(K) avec
n > 2. Si A est nulle, le résultat est trivial. On suppose A # 0. Soit f € Z(K") canoniquement
associé & A. On a f ¢ Vect (id ). Sinon, on aurait Tr (f) = nA =0 d’ou A = 0 donc f = 0 ce qui
est exclu. D’aprés ce qui précéde, il existe € E non nul tel que (z, f(x)) libre. En complétant
en 4 une base de E, on a

M:mat%f:(toJ k,) avec U =

0
et Tr(f) = Tr(A") = 0 avec A’ € #,,_1(K). Par hypothése de récurrence, A’ est semblable a
une matrice B € .#,_1(K) de trace nulle. Donc, il existe P € GL,_;(K) tel que B = PA'P~L.

Posant Q = ( (1) g ), on a @ inversible avec Q7! = ( (1) qu ) et un produit par blocs donne

i = (515) (w3 () = (poea) = (o1 5)

qui est de diagonale nulle ce qui clot la récurrence. Ainsi

’Une matrice de trace nulle est semblable a une matrice de diagonale nulle. ‘

Exercice 9 (**)

Soit E un K-ev de dimension n et uq,... u, des endomorphismes nilpotents de E qui commutent
deux a deux. Que vaut uyo...ou,?

Corrigé : On procéde par récurrence forte sur n = dim E. L’initialisation pour n = 1 est
immeédiate. Supposons le résultat vrai jusqu’a n entier non nul fixé. Soit E un K-ev de dimension
n+1 et uy, ..., uyr1 des endomorphismes nilpotents commutant deux a deux. Le sev Im w4,
est stable par uy, ... u, et notant v; 'endomorphisme induit par u; sur Im w,, on vérifie sans
difficulté que les v; sont nilpotents, commutent et que ujo...owu, induit vyo...ov, sur Im wu, ;.
Or, on a dim Ker u,;, > 1 par nilpotence de u,, 1 d’oll rg u,,; < n d’aprés le théoréme du rang.



Notant r = rg u,+1, on a par hypothése de récurrence v; o...owv, = 0 avec r < n et par suite
U1 0...0uU,1 = 0 ce qui clot la récurrence. On conclut

U1 0...0U, =0

Exercice 10 (***)
Soit E un K-ev et ¢1,...,p, des formes linéaires sur E. On pose

Ve e E O(x) = (p1(2), ..., on(x))
Montrer ¢ surjective <= (p1,...,pn) libre

n

Corrigé : Supposons ¢ surjective. Soit (avq,...,q,) € K" tel que > a;p; = 0. On note € =
i=1

(é1,...,€e,) la base canonique de K". Par surjectivité, pour i € [1; n], il existe z; € E tel que

O (x;) = e;. Par suite

Vke[l;n] S pi(rg) = =0
i=1 N~
ik
d’on la liberté de (¢4, . .., ). Supposons ¢ non surjective. On a donc rg ® < n. Par conséquent,
on peut trouver un hyperplan H de K" contenant Im ®. On dispose de (o, ..., a,) € K"\ {0k~ }

n
tel que H est décrit par I'équation > o;z; = 0. Comme Im & C H, on a
i=1

Ve e E > aipi(x) =0
=1

n
d’ou ZO(Z‘QOZ‘ =0
i=1
ce qui prouve le caractére lié de (¢4, ..., ;). On conclut
¢ surjective <= (¢1,...,pn) libre

Exercice 11 (**%*)

Déterminer les sev stables pour ’endomorphisme dérivation de K[X].

Corrigé : Les sev {0}, K, [X] avec n € N et K[X] sont clairement stables par D. Montrons
que ce sont les seuls. Soit F un sev de K[X] stable par D avec F # {0}. Supposons que
{deg P, P € F \ {0}} est majoré et notons n son maximum. Ainsi, on a F C K,[X]. Soit P € F tel
que n = degP. On a P®) € F pour tout k € [0; n] et (P(k)>k€[[0;n]] est échelonnée en degré, for-
mée de polynémes non nuls, donc libre. Par conséquent, on an+1 < dimF < dim K, [X] =n+1
d’ou F = K, [X]. Si {degP, P € F \ {0} } n’est pas majoré, alors pour pour tout n entier, il existe
P € F tel que degP = p > n et par suite F D K, [X] D K, [X] pour tout n entier d’ou F = K[X].
Ainsi

Les sev stable par dérivation sont exactement les K, [X] avec n entier, {0} et K[X].




Exercice 12 (**%*)
Soit E un K-ev de dimension finie et u € Z(E).

1. Montrer que u admet au moins deux sev stables.

2. On suppose v non nul et non injectif.

(a) Montrer que u admet au moins trois sev stables.
(b) Si dimE est impaire, montrer que u admet au moins quatre sev stables.
(c) Donner un exemple d’endomorphisme qui admet exactement trois sev stables.

Corrigé : 1. {Og} et E sont des sev stables.

2.(a) On a Ker u # {Og} et Ker u # E. Par ailleurs, on a sans difficulté u(Ker u) C Ker u. Ainsi

’L’endomorphisme u admet au moins trois sev stables.‘

2.(b) De méme, on vérifie que Im u est stable par u. D’aprés le théoréme du rang, on a
dimIm v = dimE — dimKer u < dim E

et Im u # {Og} puisque u non nul. Enfin, si Ker v = Im u, alors dimE = 2rg (u) est paire ce
qui est faux. Par conséquent

Les sev {0}, E, Ker u et Im u sont quatre sev stables distincts.

2.(c) On a va précisément choisir u tel que Ker v = Im w. On considére u canoniquement associé

(01
aA_(o 0)'



