ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°27

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (***)

On note (2(N,K) Iensemble des suites (u,), € KN de carré sommable, i.e telles que 3 |u,|”
converge. Montrer que ¢?(N,K) est un K-ev normé par

+00 9
Jull2 =4/ 22 Jun]
n=0

Corrigé : La suite nulle appartient a ¢*(N, K). Pour (u,), € *(N,K) et A € K, on a clairement
Mun)n = (Auy)y € 2(N,K). Soient (uy,), et (v,), dans £*(N,K). On utilise le résultat suivant

V(a,b) eR?  (a+b)?<2(a®>+b?) <= (a—10)2=0
Ainsi Vo €N 0 [+ val® < (fua] + [va))® < 2 (Junl* + [0a]*)

Comme 3 |up|* et 3 |un|* convergent, il s’ensuit que 3 <]un|2 + |vn|2> converge et par compa-

raison, on a donc Y |u, + v,|” convergente. Ainsi

L’espace 2(N,K) est un sev de K~ donc un K-ev.

L’homogénéité et la séparation pour ||-||2 sont immédiates. Soit N entier. Pour (u,v) € (3(N, K)?,
notant u = (Up0pen)n et VN = (V,0,<n)n , ON &

N
|u + 0Ny = \/ Zo |ty 4 U
n=

D’aprés I'inégalité triangulaire dans KN*! muni de la norme deux, il vient

N N
o+ 0l <40 el 4 [oaf® <l + ol
n= n=

Faisant tendre N — +o00, I'inégalité triangulaire s’en déduit et on conclut que

L’espace ((*(N,K), | -|l2) est un espace normé.

Exercice 2 (**%*)
Soit E = {f € #2([0;1],R) | £(0) = f(0) = 0} muni de
VieE  Nu(f) = [[fllsc + [/ llc + 11/ oo et No(f) = [lF"+ 21"+ fllo

Justifier que N; et Ny sont des normes puis les comparer.

Corrigé : L’application Ny est clairement une norme. Pour I'application Ny, seul la propriété
de séparation n’est pas immédiate. Soit f € E telle que No(f) = 0. 1l s’ensuit

{f”+2f/+f=0
f(0) = f'(0) = 0



D’aprés le théoréme de Cauchy linéaire, la fonction nulle est 'unique solution et par suite

’Les applications N; et Ny sont des normes.‘

Remarque : Sans le théoréme de Cauchy linéaire, on connait la forme des solutions f € E avec
No(f) =0 < f"+2f +f=0 < feVect(trset tste™

Les conditions initiales permettent d’en déduire f = 0.

Par inégalité triangulaire, on obtient

VFeE  No(f) <2Ni(f)

Soit f € Eet g= f"+2f + f. Posant h = f' + f, on trouve g = h' + h. Par variation de la
constante, on obtient

t ¢
Vte[0;1] h(t) = et/ g(s)e®ds et f(t)= et/ eh(s) ds
0 0
Par inégalité triangulaire, on trouve

12lloe < llgllee et [ flloc < IRl

d’ou [flloe < llglloe = N2(f)

Puis [/ loe = 17 = flloo < lIAlloc + [I.flloo < 2N2(f)

et 1/ llee = 1lg = 20 + fllso < [lglloe + 2[1Alloo + [[flle < 4N2(f)
Ainsi VfEE  Ni(f) < TNao(f)

On conclut ’Les normes N; et Ny sont équivalentes. ‘

Variante : Soit f € E et notons g = f” + 2f" + f. On peut considérer cette égalité comme une
équation différentielle et chercher & exprimer f en fonction de g. Avec I’équation caractéristique
724+ 2r +1 = 0, on trouve le systéme fondamental de solutions de I’équation homogéne associée,
a savoir (p,v) avec ¢ : t — el et ¢ : ¢t — te'. Avec A\,u : R — R dérivables, on applique la
méthode de variation de la constante sur Ay + p en résolvant pour ¢ réel

() Gro) = (i) == (110 Gi) = o)
0

= (o) = (57 7) o)

t

Vte[0;1] )\(t):a—/osesg(s) ds et ,u(t)zﬁJr/Oesg(s) ds

Ainsi, il existe (o, 3) € R? tel que

t
et par suite Vte [0;1] f(t) = ae® + Ste’ + / (t —s)e'*g(s) ds
0

Puis, avec f = \p + up et f' = N+ @' + ¢’ + w)’, on trouve
=0

FO)=f(0)=0 = a=8=0
Alnsi f=Xxp+pp  fr=Xx =g A"+
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t t

avec Vte[0;1] A(t) = —/ se*g(s)ds et pu(t)= / e %g(s)ds
0 0

Il existe des constantes a,b > 0 tels que ||A||oo < al|g]loo €t [[14]|c0 < D]|g]loo

don  |[fllee < (allelloe +bllYlloc)llglloc  [1f'lloe < (all@'lloc + bllY lloo) lglloe

Ainsi, il existe une constante C > 0 tel que Ni(f) < Cl|g|loc = CN2(f). On conclut comme
précédemment.

Exercice 3 (**)

Soient Nq, Ny deux normes sur E un K-ev.

1. On suppose que les boules unités fermées pour les deux normes sont égales. Montrer
N; = Ns.

2. Montrer que le résultat vaut encore s’il s’agit des boules unités ouvertes.

Corrigé : 1. On note By, et Byx, les boules unités fermées respectivement pour les normes
N; et Ny. Soit x € E \ {Og}. Comme on a en particulier Byn, C Byx,, il s’ensuit

SERN

d’on Ny(z) < Ni(z)

Par symétrie des roles, 'autre inégalité s’en déduit et 1'égalité a trivialement lieu pour x = Og

d’ou

2. On note By, et By, les boules unités ouvertes respectivement pour les normes N; et No. Soit
r € E X {0g} et n entier non nul. Comme on a en particulier By, C By,, il s’ensuit

No <m> <1

1
d’on Vn € N* NQ(I’) < Nl(ZE) + ﬁ

Par passage a la limite, on en déduit I'inégalité large No(x) < Ny(x) et on conclut donc comme

précédemment que

Exercice 4 (***)

Soit E un R-ev et N : E — R, vérifiant 'homogénéité et la séparation. Montrer que N est une
norme si et seulement si ’ensemble

B={zeE | N@) <1}

est une partie convexe de E.

Corrigé : Supposons N norme. Soit (z,y) € B? et A € [0;1]. Par inégalité triangulaire, on a
Nz + (1 — N)y) < AN(z) + (1 — MN(y) < 1

d’ot la convexité de B. Réciproquement, supposons B convexe. Soit (x,y) € E?. Supposons z et
y non nuls. Par convexité de B, on a



N(z) T N(y)

Y
(v Norve * @ N NG) <!
d’out N(z +y) < N(z) + N(y)
Ainsi ’N norme <= B convexe‘

Exercice 5 (***%*)
Soit E=%°([0;1],R) et g € E. Pour f € E, on pose
N(f) = Sup [f(x)g(z)]

z€[0;1]
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N soit une norme.
2. Si pour tout x € [0;1], g(x) # 0, montrer que N et || - || sont équivalentes.

3. Démontrer la réciproque de la question précédente.

Corrigé : 1. Supposons qu'il existe Ja; 8] C g~ '({0}). Il suffit de prendre f € E affine par
morceaux, non nulle sur |« ; B[ pour avoir N(f) = 0 ce qui contredit la séparation. Supposons
qu’il n’existe aucun intervalle ouvert dans g—'({0}). Soit f € E \ {Og}. Il existe zy € [0;1]
tel que f(xg) # 0. Par continuité de f, il existe € > 0 tel que f ne s’annule pas sur V =
[051] N ]zo — e539 + €[ Ainsi, on peut trouver un intervalle ouvert J C V et comme g, # 0,
alors fg), # 0 et d’out N(f) > 0. On conclut

L’application N est une norme si et seulement si g7'({0}) ne contient aucun intervalle ouvert.

2. Soit f € E. On a clairement N(f) < || f]loc X ||9]|co- Puis, comme |fg| € E, il existe zop € [0;1]
tel que N(f) = [fg](z0) < |g(wo)| X [[f]loc- Ainsi

Les normes N et || - || sont équivalentes.

3. Par 'absurde, supposons qu’il existe xo € [0;1] tel que g(x¢) = 0. Soit n € N*. Par continuité
de g, on a

I, >0  Vrel0;1] lz—xo| <mpy = glz)| <2

On définit f,, affine par morceaux avec f(z9) =1 et f(xz) =0 pour x € [0;1] tel que |z — xo| >
o Par construction, on a || f, ]l = 1 et N(f,) < + pour tout n € N*. Ainsi

N et || - ||oo sont équivalentes si et seulement si g~* ({0}) = @.

Exercice 6 (***)

Soit E un K-evn. Montrer que deux boules ouvertes sont égales si et seulement elles ont méme
rayon et méme centre.

Corrigé : Pour A partie bornée non vide de E, on définit le diametre de A par

6(A) = Sup |z —y]

(z,y)€A?

On vérifie sans difficulté que cette quantité est bien définie. Soit a € E et r > 0. Montrons
I'égalité 6(B(a,r)) = 2r. Pour (z,y) € B(a,r)?, il vient par inégalité triangulaire

e =yl < [l —all + fla =yl < 2r
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Puis, soit € B(a,r) et  # a. On pose
-1 z— -1 r—
Vn € N* un:a+rn—u et Un:a_rn—u
n |z —al n |z —al

Les suites (u,), et (v,), sont a valeurs dans B(a,r) et on a

—1
|t — | = ol — 2r
n n—00
On en déduit d(B(a,r)) =2r

Par conséquent, deux boules ouvertes égales ont méme diamétre et donc méme rayon. Considé-
rons deux boules B(a,r) et B(b,r) avec a # b. Si ||b — a|| > r, alors b ¢ B(a,r). Si ||b—al| < r,

alors, posant u = a + r,onau ¢ B(a,r) et |[u—>b|| =r—|la—0b|| <r donueB(b,r).

b—a
16— all

FIGURE 1 — Boules de méme rayon de centres distincts

Dans tous les cas, on a donc B(a, ) # B(b,r) si a # b. On conclut

’Deux boules ouvertes sont égales si et seulement si elles ont méme rayon et méme centre.

Exercice 7 (**%*)

Soit E = R[X]. On pose

+0o +00 +00 1
WP S aXt e B N(P) = | Say| STl NQ(P):/ IP(4)] dt
n=0 n=0 n=1 N 0

Justifier que Ny et Ny sont des normes sur E puis exhiber une suite convergente pour chaque
norme mais avec des limites distinctes.

Corrigé : [’homogénéité et 'inégalité triangulaire sont immeédiates pour N; et Ny. Soit P =

+00
> a, X" € E. Si Ny(P) = 0, comme une somme de termes positifs est nulle si et seulement
n=0
si chacun des termes de la somme est nulle, il vient a, = 0 pour tout n > 1 et par suite
+00
Y a, = ap = 0 ce qui prouve P = 0g. Si No(P) = 0, la fonction ¢t — |P(¢)| étant continue
n=0

positive sur [0; 1], il vient par séparation de I'intégrale P(t) = 0 pour tout ¢t € [0;1] ce qui
prouve que le polynéme P admet une infinité de racines et est donc le polynéme nul. Ainsi

’Les applications Ny et Ny sont des normes sur E. ‘

Pour n entier, on trouve

1 1
Ni(X"—=1)=[1-1|+— ——=0 et Noy(X") =
(XP D) = 1= 145 0 et Np(X7) = —

Autrement dit Xn ﬂ) 1 et X" & 0




Commentaire : Il s’agit bien évidemment de normes non équivalentes puisqu’on sait que deux
normes équivalentes définissent les mémes suites convergentes. L’exercice fournit donc un contre-
exemple explicite d’une suite qui admet des limites distinctes pour le choix de deux normes non
équivalentes.



