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Feuille d'exercices n°25

Exercice 1 (*)

Soit E un K-evn. Montrer que

∀(x, y) ∈ E2 ∥x∥+ ∥y∥ ⩽ ∥x+ y∥+ ∥x− y∥

Exercice 2 (**)

Soit E evn et (x, y, z) ∈ E3 tel que x+ y + z = 0. Montrer que

∥x− y∥+ ∥y − z∥+ ∥z − x∥ ⩾
3

2
(∥x∥+ ∥y∥+ ∥z∥)

Exercice 3 (*)

Soit E = C 0([ 0 ; 1 ] ,K). Déterminer une condition nécessaire et su�sante sur (f1, . . . , fn) ∈ En

pour que l'application N dé�nie par

N : Kn → R+, (x1, . . . , xn) 7→ ∥
n∑

i=1

xifi∥∞

soit une norme.

Exercice 4 (*)

Soit E = Rn[X], a0, . . . , an des réels et N : E → R dé�nie par

∀P ∈ E N(P) =
n∑

k=0

|P(ak)|

Déterminer une condition nécessaire et su�sante pour que l'application N soit une norme.

Exercice 5 (*)

Soit E = R[X]. On pose

∀P ∈ E N1(P) =
+∞∑
n=0

∣∣P(n)(0)
∣∣ N2(P) = Sup

t∈[ 0 ;1 ]
|P(t)| N3(P) = Sup

t∈[ 1 ;2 ]
|P(t)|

Montrer que N1, N2, N3 sont des normes puis étudier leur équivalence.

Exercice 6 (*)

Soit E = C 1([ 0 ; 1 ] ,R). On pose

∀f ∈ E N(f) = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞
Montrer que N est une norme puis étudier l'équivalence de N et ∥ · ∥∞.
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Exercice 7 (**)

On pose

∀θ ∈ R R(θ) =

Å
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

ã
∀(n, θ) ∈ N∗ × R Sn(θ) =

1

n

n−1∑
k=0

R(θ)k

Étudier la convergence de la suite (Sn(θ))n⩾1.

Exercice 8 (*)

Soit E = {f ∈ C 2([ 0 ; π ] ,R), f(0) = f ′(0) = 0}. On pose

∀f ∈ E N(f) = ∥f + f ′′∥∞
Montrer que N est une norme puis étudier l'équivalence de N et ∥ · ∥∞.

Exercice 9 (**)

Soit E = C 1([ 0 ; 1 ] ,R). On dé�nit l'application N sur E par

∀f ∈ E N(f) =

 
f(0)2 +

∫ 1

0

f ′(t)2 dt

Montrer que N est une norme puis la comparer à ∥ · ∥∞.

Exercice 10 (**)

Soit E = Mn(K).

1. Déterminer si l'une des deux normes ∥ · ∥1 et ∥ · ∥∞ véri�e l'inégalité dite de norme

d'algèbre, à savoir

∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥ ⩽ ∥A∥∥B∥

2. On suppose E muni d'une norme ∥ · ∥. Montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que

∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥ ⩽ C∥A∥∥B∥
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