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Feuille d'exercices n°26

Exercice 1 (**)

Soit E = Mn(C) avec n ⩾ 2. Existe-t-il une norme ∥ · ∥ sur E invariante par conjugaison,
c'est-à-dire telle que

∀(A,P) ∈ E×GLn(C) ∥A∥ = ∥P−1AP∥

Exercice 2 (**)

Soit E = Mn(R). On dé�nit la norme de Frobenius par ∥A∥F =
√

Tr (A⊤A) pour A ∈ E.
Montrer que ∥ · ∥F est une norme et qu'elle véri�e

∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥F ⩽ ∥A∥F∥B∥F

Exercice 3 (**)

Soit E un K-ev normé et N1, N2 des normes sur E. Montrer que les normes N1, N2 sont équiva-
lentes si et seulement si elles dé�nissent les mêmes parties bornées sur E.

Exercice 4 (**)

Soit E = R[X]. Pour P =
+∞∑
n=0

anX
n, on note

N(P) = ∥P′ − P∥∞,[ 0 ;1 ] et ∥P∥∞ = Max
n∈N

|an|

1. Véri�er que ce sont des normes.

2. Comparer ces normes.

Exercice 5 (***)

Soit E = {f ∈ C 1([ 0 ; 1 ] ,R) | f(0) = 0}. On pose

∀f ∈ E N1(f) = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞ et N2(f) = ∥f + f ′∥∞
Montrer que N1 et N2 sont des normes puis les comparer entre elles et ensuite avec ∥ · ∥∞.

Exercice 6 (**)

Soit E un K-evn de dimension �nie et u ∈ L (E) tel que ∥u(x)∥ ⩽ ∥x∥ pour tout x ∈ E. Montrer

E = Ker (u− id )⊕ Im (u− id )

On pourra considérer vn =
1

n

n−1∑
k=0

uk avec n entier non nul.
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Exercice 7 (**)

Soit A partie non vide de R. On dé�nit NA sur K[X] par

∀P ∈ K[X] NA(P) = Sup
t∈A

|P(t)|

Déterminer une condition nécessaire et su�sante pour que NA soit une norme.

Exercice 8 (**)

Soit E un K-ev normé et F un sev de E. Montrer

∀(λ, x) ∈ K× E d(λx,F) = |λ| d(x,F)

Exercice 9 (***)

Soient a, b, c et d des réels avec a < b et c < d. On pose

∀P ∈ R[X] N1(P) = Sup
t∈[ a ;b ]

|P(t)| et N2(P) = Sup
t∈[ c ;d ]

|P(t)|

Comparer les normes N1 et N2.

Exercice 10 (***)

Soit E = R[X]. Pour P ∈ E avec P =
+∞∑
n=0

anX
n, on munit E de ∥·∥∞ dé�nie par ∥P∥∞ = Max

n∈N
|an|.

On dit qu'une suite (Pn)n est de Cauchy si

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀(p, n) ∈ N2 n ⩾ N =⇒ ∥Pn+p − Pn∥ ⩽ ε

On pose ∀n ∈ N Pn = 1 +
n∑

k=1

Xk

k

1. Montrer que (Pn)n est de Cauchy.

2. Montrer que (Pn)n ne converge pas.

Exercice 11 (****)

Soit E = Mn(C) et A ∈ E avec Sp (A) ⊂ D(0, 1). Étudier la convergence de la suite (Ap)p.
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