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Feuille d'exercices n°19

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (*)

Soit E = KN et σ : E→ E, (un)n 7→ (un+1)n. Déterminer les valeurs propres de σ.

Corrigé : Pour λ ∈ K, on trouve Ker (σ − λ id ) = Vect ((λn)n). On conclut

L'ensemble des valeurs propres de σ est K tout entier.

Remarque : En particulier, pour λ = 0, on a Ker σ = Vect ((δ0,n)n).

Exercice 2 (*)

Soit E = C 0(R,R) et T : E→ E, f 7→
Å
x 7→

∫ x

0

tf(t) dt

ã
. Déterminer les valeurs propres de T.

Corrigé : Soit f ∈ E. On a T(f) ∈ C 1(R,R). Par dérivation, on obtient

∀x ∈ R T(f)′(x) = xf(x)

Ainsi T(f) = 0 =⇒ ∀x ∈ R xf(x) = 0

On en déduit f nulle sur R∗ et donc f = 0 par continuité ce qui prouve que 0 n'est pas valeur
propre de T. Soit λ ̸= 0. On a

T(f) = λf =⇒ ∀x ∈ R xf(x) = λf ′(x)

On en déduit f ∈ Vect (x 7→ e
x2

2λ ) puis f =
1

λ
T(f) d'où f(0) = 0 et par conséquent f = 0. On

conclut

L'endomorphisme T n'admet pas de valeurs propres.

Exercice 3 (**)

Soit E = Mn(K) avec n ⩾ 2 et φ dé�nie sur E par φ(M) = M+Tr (M)In pourM ∈ E. Déterminer
les éléments propres de φ.

Corrigé : L'application φ est à valeurs dans E et linéaire par linéarité de la trace et du produit
d'où φ ∈ L (E). Soit λ réel et M ∈ E∖ {0E}. On a

φ(M) = λM ⇐⇒ (λ− 1)M = Tr (M)In

Par suite φ(M) = M ⇐⇒ M ∈ Ker Tr

ce qui prouve que 1 ∈ Sp (φ) et E1(φ) = Ker Tr , hyperplan de E. Pour λ ̸= 1, on a M =
Tr (M)

λ− 1
In ∈ Vect (In) puis φ(In) = (n + 1)In. On en déduit que n + 1 ∈ Sp (φ) avec Vect (In) ⊂

En+1(φ) et on sait aussi En+1(φ) ⊂ Vect (In) car n+ 1 ̸= 1 d'où l'égalité En+1(φ) = Vect (In) et
on conclut
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Sp (φ) = {1, n+ 1} et E1(φ) = Ker Tr En+1(φ) = Vect (In)

Remarque : On a dimE1(φ) + dimEn+1(φ) = dimE ce qui prouve le caractère diagonalisable
de φ.

Variante : Après le calcul de φ(In) = (n+ 1)In, on peut aussi écrire

dimE ⩾ dimE1(φ)⊕ En+1(φ) = dimE1(φ) + dimEn+1(φ) ⩾ n2 − 1 + 1 = dimE

ce qui prouve l'égalité des dimensions.

Exercice 4 (**)

Soit E un C-ev de dimension �nie et u, v dans L (E) tels que u ◦ v = v ◦ u. Montrer que u et v
admettent un vecteur propre commun.

Corrigé : Soit λ valeur propre de u (existe car χu scindé). Les endomorphismes u − λ id et
v commutent d'où Eλ(u) stable par v et notant vλ l'endomorphisme induit, celui-ci admet une
valeur propre et donc un vecteur propre associé (χvλ est scindé). Un tel vecteur est vecteur
propre de vλ donc de v et dans Eλ(u) donc vecteur propre de u. Ainsi

Deux endomorphismes d'un C-ev qui commutent ont un vecteur propre commun.

Exercice 5 (*)

Soit E un K-ev et f, g ∈ L (E).

1. Montrer que f ◦ g et g ◦ f ont les mêmes valeurs propres non nulles.

2. Si E est de dimension �nie, établir

Sp (f ◦ g) = Sp (g ◦ f)

Corrigé : 1. Soit λ valeur propre non nulle de f ◦ g et x ∈ E ∖ {0} tel que f ◦ g(x) = λx. En
particulier, on a g(x) ̸= 0E puisque f(g(x)) = λx ̸= 0E. Par suite

g ◦ f(g(x)) = g(λx) = λg(x) avec g(x) ̸= 0E

ce qui prouve λ valeur propre non nulle de g ◦ f

Par symétrie des rôles, on conclut

Les endomorphismes f ◦ g et g ◦ f ont les mêmes valeurs propres non nulles.

2. On rappelle que pour u ∈ L (E) avec E de dimension �nie, on a

u ∈ GL(E) ⇐⇒ detu ̸= 0

On sait det(f ◦ g) = det(g ◦ f) d'où

0 ∈ Sp (f ◦ g) ⇐⇒ 0 ∈ Sp (g ◦ f)

Ainsi Sp (f ◦ g) = Sp (g ◦ f)
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Exercice 6 (**)

Soit E un K-ev, f ∈ L (E), P,Q dans K[X] avec P ∧Q = 1 et (PQ)(f) = 0. Montrer

E = Ker P(f)⊕ Im P(f)

Corrigé : Avec le lemme des noyaux, on a E = Ker P(f) ⊕ Ker Q(f). Montrons Ker Q(f) =
Im P(f). On a Q(f) ◦ P(f) = 0 d'où Im P(f) ⊂ Ker P(f). Avec la relation de Bézout, il existe
A,B dans K[X] tels que AP + BQ = 1. Pour x ∈ Ker Q(f), on a

x = P(f) ◦ A(f)(x) + B(f) ◦Q(f)(x) = P(f) ◦ A(f)(x) ∈ Im P(f)

Ainsi E = Ker P(f)⊕ Im P(f)

Exercice 7 (*)

Soit A ∈Mn(K) avec rg (A) = 1. Déterminer χA.

Corrigé : On a dimKer A = dimE0(A) = n − 1 d'où Xn−1|χA. Ainsi, il existe α ∈ K tel que
χA = Xn−1(X− α) = Xn − αXn−1. Or, on sait que

χA = Xn − Tr (A)Xn−1 + . . .+ (−1)n det(A)
Par identi�cation, on conclut

χA = Xn−1(X− Tr (A))

Variante : Soit u ∈ L (Kn) canoniquement associé à A. En complétant une base de Ker u en

base B de Kn, on trouve la matrice par blocs matBu =

Å
0 C
0 α

ã
avec α ∈ K et C ∈Mn−1,1(K).

En particulier, on a Tr (A) = Tr (u) = α et on trouve

χA = χu = Xn−1(X− α) = Xn−1(X− Tr (A))

On peut aussi partir d'une base de Im u que l'on complète en base de Kn.

Exercice 8 (*)

Soit A ∈Mn(K). Comparer χA avec χAT , πA avec πAT .

Corrigé : On a

χA = det(XIn − A) = det (XIn − A)T = det(XIn − AT) = χAT

Notons πA =
d∑

k=0

akX
k. On a πA(A) =

d∑
k=0

akA
k = 0. En transposant cette égalité, il vient

πA(A
T) = 0 d'où πAT|πA et l'autre sens vient par symétrie des rôles. Les polynômes étant

unitaires et associés, on conclut

χA = χAT et πA = πAT

Exercice 9 (**)

Soient A,B ∈Mn(C). Montrer que

Sp (A) ∩ Sp (B) = ∅ ⇐⇒ χA(B) ∈ GLn(C)

Corrigé : D'après le théorème de d'Alembert-Gauss, on peut écrire
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χA =
∏

λ∈Sp (A)

(X− λ)mλ(A)

Puis χA(B) ∈ GLn(C) ⇐⇒
∏

λ∈Sp (A)

(B− λIn)
mλ(A) ∈ GLn(C)

⇐⇒ det

Ç ∏
λ∈Sp (A)

(B− λIn)
mλ(A)

å
=

∏
λ∈Sp (A)

((−1)nχB(λ))
mλ(A) ̸= 0

χA(B) ∈ GLn(C) ⇐⇒ ∀λ ∈ Sp (A) λ /∈ Sp (B)

D'où Sp (A) ∩ Sp (B) = ∅ ⇐⇒ χA(B) ∈ GLn(C)

Exercice 10 (**)

Calculer χA avec A =
(
ai,j

)
∈Mn(R) et

ai,j =

®
1 si i ̸= j

0 sinon

Corrigé : Avec successivement C1 ←
n∑

i=1

Ci et Ck ← Ck + C1 pour k ∈ [[ 2 ; n ]], on obtient

χA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X −1 . . . −1

−1
. . .

. . .
...

...
. . . −1

−1 . . . −1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (X− n+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 . . . −1

1 X
. . .

...
...

. . . −1
1 . . . −1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (X− n+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0

1 X + 1
. . .

...
...

. . . 0
1 . . . −1 X + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ainsi χA = (X− n+ 1)(X + 1)n−1

Variante : Notant u ∈ L (Kn) canoniquement associé à A, on a matC (u + id ) de rang 1

donc semblable à une matrice

Å
α L
0 0

ã
avec α = Tr (u + id ) = n d'où matCu semblable àÅ

n− 1 L
0 −In−1

ã
. On retrouve le résultat précédent.

Exercice 11 (**)

Calculer χA avec A =
(
ai,j

)
1⩽i,j⩽n

∈Mn(R) et

ai,j =

®
1 si i = 1 ou j = 1

0 sinon

Corrigé : On a χA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X− 1 −1 . . . . . . −1
−1 X 0 . . . 0
... 0

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
−1 0 . . . 0 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Avec l'opération L1 ← L1 +

1

X

n∑
i=2

Li, il vient
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χA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X− 1− n− 1

X
0 . . . . . . 0

−1 X
. . .

...
... 0

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
−1 0 . . . 0 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

Å
X− 1− n− 1

X

ã
Xn−1

Ainsi χA = Xn−2(X2 − X− n+ 1)

Variantes : 1. Notant Pn = χA, on obtient en développant sur la dernière colonne, on trouve

Pn = XPn−1 + (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 X 0 . . . 0
... 0

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
...

...
. . . X

−1 0 . . . . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1

= XPn−1 − Xn−2

en développant le déterminant d'ordre n − 1 sur la dernière ligne. On peut ensuite calculer Pn

pour de petites valeurs de n a�n de conjecturer une forme générale puis l'établir par récurrence

ou considérer la fraction rationnelle Rn =
Pn

Xn
puisqu'on a

Rn =
Pn−1

Xn−1
− 1

X2
= Rn−1 −

1

X2

ce qui prouve que la suite (Rn)n est arithmétique et on peut donc déterminer son terme général
aisément.

2. Soit u ∈ L (Kn) canoniquement associé à A. On pose ε1 = e1 et ε2 =
n∑

i=1

ei. La famille (ε1, ε2)

est une base de Im u. On a

AX = 0 ⇐⇒ x1 = 0,
n∑

i=2

xi = 0 ⇐⇒ X =
n∑

i=3

− xi(e3 − ei)

On pose εi = e3 − ei pour i ∈ [[ 3 ; n ]] et B = (ε1, . . . , εn). Avec l'opération C2 ←
n∑

i=2

Ci sur la

matrice

P = matC B =



1 1 0 . . . . . . 0
0 1 1 . . . . . . 1
...

... −1 0 . . . 0
...

... 0
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 0

0 1 0 . . . 0 −1


on obtient une matrice constituée de n colonnes échelonnées non nulles ce qui prouve que B est
une base de Kn pour laquelle on a

matBu =

Å
B 0
0 0

ã
avec B =

Å
0 n− 1
1 1

ã
Ainsi χA = χu = χBX

n−2 = (X2 − X− n+ 1)Xn−1
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Exercice 12 (*)

Soit E un K-ev de dimension �nie et u ∈ GL(E). Montrer que u−1 ∈ K[u].

Corrigé : On a detu ̸= 0 puis

χu(u) = 0 ⇐⇒ un − (Tr u)un−1 + . . .+ (−1)n(detu) id = 0

⇐⇒ (−1)n−1(detu)−1 [un − (Tr u)un−1 + . . .] = id

χu(u) = 0 ⇐⇒ u ◦ (−1)n−1(detu)−1 [un−1 − (Tr u)un−2 + . . .] = id

On conclut u−1 ∈ K[u]

Variante : Soit Φ : K[u]→ K[u], v 7→ v ◦u. On a Φ ∈ L (K[u]) et Ker Φ = {0} car u inversible.
L'application Φ est un endomorphisme injectif en dimension �nie. C'est donc un automorphisme
et par suite, il existe v ∈ K[u] tel que Φ(v) = id ce qui prouve le résultat attendu. Notant
B = (uk)0⩽k⩽d avec d = deg πu, on peut remarquer que matBΦ est la matrice compagne du
polynôme minimal de πu.

Exercice 13 (*)

Soit A ∈ GLn(K). Déterminer χA−1 en fonction de χA.

Corrigé : On a χA = det(XIn − A) = det(−XA(In/X− A−1))

Ainsi χA = (−X)n det(A)χA−1

Å
1

X

ã
Exercice 14 (**)

Soit A ∈Mn(K) avec rg (A) = 1. Déterminer πA.

Corrigé : On prouve successivement qu'il existe X, Y des colonnes de Mn,1(K) non nulles telles
que A = XY⊤ puis A2 = Tr (A)A. On en déduit πA|X(X−Tr (A)). Si deg πA = 1, alors A serait
une matrice d'homothétie de rang 1. On exclut le cas n = 1 qui est trivial et on en déduit que
rg A ∈ {0, n} ce qui est impossible. On conclut

Pour A ∈Mn(K) avec n ⩾ 2 et rg A = 1, on a πA = X2 − Tr (A)X.

Exercice 15 (*)

Soit E = C ∞(R,R). L'endomorphisme D : f 7→ f ′ admet-il un polynôme minimal ?

Corrigé : Notons fλ : x 7→ eλx pour λ réel. On a D(fλ) = λfλ pour tout λ réel donc tout réel
est valeur propre de D. Si D admet un polynôme minimal, celui-ci admet donc une in�nité de
racines donc est le polynôme nul d'où

L'endomorphisme D n'admet pas de polynôme minimal.
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Exercice 16 (*)

Soit E = Rn[X] avec n entier. Pour P ∈ E, on pose φ(P) = (X − 1)P′ − nP. Montrer que
φ ∈ L (E) puis calculer χφ.

Corrigé : L'application φ est linéaire par linéarité du produit et de la dérivation puis φ(1) = −n
et φ(Xk) = (k − n)Xk − kXk−1 pour k ∈ [[ 1 ; n ]]. Notant C la base canonique de E, on a

matCφ =



−n −1 0 . . . 0

0 −(n− 1) −2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . −n

0 . . . . . . 0 0


Ainsi χφ =

n∏
k=0

(X + k)
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