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Feuille d’exercices n°19

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (*)

Soit E=KNet 0: E— E, (up)n = (Uny1)n. Déterminer les valeurs propres de o.

Corrigé : Pour A € K, on trouve Ker (¢ — Aid ) = Vect ((A"),). On conclut

’L’ensemble des valeurs propres de o est K tout entier.‘

Remarque : En particulier, pour A = 0, on a Ker o = Vect ((dp.n)n)-

Exercice 2 (*)
Soit E=%4°(R,R) et T:E = E, f (x — / tf(t) dt). Déterminer les valeurs propres de T.
0

Corrigé : Soit f € E. On a T(f) € ¢*(R,R). Par dérivation, on obtient
veeR  T(f)(x) =zf(z)

Ainsi T(f)=0 = VzxeR zf(z)=0

On en déduit f nulle sur R* et donc f = 0 par continuité ce qui prouve que 0 n’est pas valeur
propre de T. Soit A #£ 0. On a

T(f)=Af = VzeR zf(z) = Af'(x)

On en déduit f € Vect (z — e%) puis f = XT(f) d’ot f(0) = 0 et par conséquent f = 0. On

conclut

’L’endomorphisme T n’admet pas de valeurs propres. ‘

Exercice 3 (**)

Soit E = #,,(K) avec n > 2 et ¢ définie sur E par ¢(M) = M+Tr (M)I,, pour M € E. Déterminer
les éléments propres de .

Corrigé : L’application ¢ est a valeurs dans E et linéaire par linéarité de la trace et du produit
d’ott p € Z(E). Soit A réel et M € E~ {0g}. On a

(M) =AM <= (A — )M = Tr (M)I,

Par suite o(M)=M <= M € Ker Tr

ce qui prouve que 1 € Sp(p) et E;(p) = Ker Tr, hyperplan de E. Pour A # 1, on a M =
Tr (M)
A—1
E.+1(¢) et on sait aussi E,11(¢) C Vect (I,) car n + 1 # 1 d’ou I'égalité E,, 11 (p) = Vect (I,,) et
on conclut

I, € Vect (I,,) puis ¢(I,) = (n + 1)I,. On en déduit que n + 1 € Sp () avec Vect (1) C



Sp(p)={l,n+1} et Ei(p)=Ker Tr E,11(¢) = Vect (L,,)

Remarque : On a dim E;(p) + dimE, 1;(¢) = dim E ce qui prouve le caractére diagonalisable
de ¢.
Variante : Aprés le calcul de ¢(I,,) = (n + 1)I,,, on peut aussi écrire

dimE > dimE;(¢) ® Epy1(@) = dimE(p) + dimE,;1(¢p) > n?* -1+ 1 =dimE

ce qui prouve I'égalité des dimensions.

Exercice 4 (*%*)

Soit E un C-ev de dimension finie et u,v dans Z(E) tels que u o v = v o u. Montrer que u et v
admettent un vecteur propre commun.

Corrigé : Soit A valeur propre de u (existe car y, scindé). Les endomorphismes v — \id et
v commutent d’otu Ey(u) stable par v et notant vy ’endomorphisme induit, celui-ci admet une
valeur propre et donc un vecteur propre associé¢ (x,, est scindé). Un tel vecteur est vecteur
propre de vy donc de v et dans E,(u) donc vecteur propre de u. Ainsi

’Deux endomorphismes d’un C-ev qui commutent ont un vecteur propre commun.

Exercice 5 (*)

Soit E un K-ev et f,g € Z(E).

1. Montrer que foget go f ont les mémes valeurs propres non nulles.

2. Si E est de dimension finie, établir

Sp(fog)=Sp(gof)

Corrigé : 1. Soit A valeur propre non nulle de foget x € E~ {0} tel que fog(x) = Ax. En
particulier, on a g(x) # Og puisque f(g(x)) = Ax # Og. Par suite

go f(g(x)) = g(Ar) = A\g(x) avec g(z)# Og

ce qui prouve A valeur propre non nulle de go f

Par symétrie des roles, on conclut

’Les endomorphismes f o g et g o f ont les mémes valeurs propres non nulles.

2. On rappelle que pour u € Z(E) avec E de dimension finie, on a
u € GL(E) < detu #0
On sait det(f o g) = det(go f) d’ou
0eSp(fog) < 0€Sp(gof)

Ainsi Sp(fog)=Sp(gof)




Exercice 6 (**)
Soit E un K-ev, f € Z(E), P,Q dans K[X] avec P A Q =1 et (PQ)(f) = 0. Montrer
E = Ker P(f) & Im P(f)

Corrigé : Avec le lemme des noyaux, on a E = Ker P(f) & Ker Q(f). Montrons Ker Q(f) =
Im P(f). On a Q(f) o P(f) = 0 d’ou Im P(f) C Ker P(f). Avec la relation de Bézout, il existe
A, B dans K[X] tels que AP + BQ = 1. Pour x € Ker Q(f), on a

z=P(f) o A(f)(x) + B(f) o Q(f)(x) = P(f) o A(f)(x) € Im P(f)

Ainsi E = Ker P(f) ® Im P(f)

Exercice 7 (*)
Soit A € #,(K) avec rg (A) = 1. Déterminer xa.
Corrigé : On a dimKer A = dimEy(A) = n — 1 d’ot X" !|ya. Ainsi, il existe a € K tel que
xa = X"HX —a) =X" — aX" L. Or, on sait que
Xa = X" —Tr (A)X" 1 ... 4 (=1)"det(A)

Par identification, on conclut

xa =X"1(X-Tr(A))

Variante : Soit u € Z(K") canoniquement associé & A. En complétant une base de Ker u en

base % de K", on trouve la matrice par blocs matgu = (%%) avec o € Ket C € #,-11(K).
En particulier, on a Tr (A) = Tr (u) = a et on trouve
Xa = xu=X"1X =) =X"1(X-Tr(A))

On peut aussi partir d’une base de Im u que 'on compléte en base de K”.

Exercice 8 (*)

Soit A € 4, (K). Comparer xa avec yar, Ta avec TaT.

Corrigé : On a

Xa = det(XI, — A) = det (XI,, — A)" = det(XI, — AT) = yur

d d

Notons ma = Y apX®. On a wa(A) = Y arA* = 0. En transposant cette égalité, il vient
k=0 k=0

ma(AT) = 0 d'out mar|ma et lautre sens vient par symétrie des roles. Les polynomes étant

unitaires et associés, on conclut

’XA = XAT €t T =TT

Exercice 9 (**)
Soient A, B € .#,(C). Montrer que
Sp(A)NSp(B) =@ <= xa(B) € GL,(C)

Corrigé : D’aprés le théoréeme de d’Alembert-Gauss, on peut écrire
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xa= [I (X—xm®
AESP (A)

Puis xA(B) € GL,(C) < [ (B - AL)™® ¢ GL,(C)

AESP (A)
e (T B0 =TT ()™ 40
AESP (A) AESDP (A)
xa(B) € GL,(C) <= VYA€ Sp(A) A ¢ Sp(B)
D’ou Sp(A)NSp(B) =9 < xa(B) € GL,(C)

Exercice 10 (**)

Calculer ya avec A = (am-) € My(R) et
{1 siij
am- =

0 sinon

n
Corrigé : Avec successivement C; «— > C; et Cy, < C, + Cy pour k € [2; n], on obtient

=1
X -1 ... -1 1 -1 ... -1 1 0 ... 0
—1 . 1 X oo 1 X+1
xa=|" — (X—n+1)| —X-n+1| 7
: - =1 : | : 0
-1 ... -1 X 1 ... -1 X 1 ... -1 X+1
Ainsi xa=X-n+1)(X+1)""

Variante : Notant u € Z(K") canoniquement associé & A, on a maty(u + id) de rang 1

donc semblable & une matrice (%) avec @ = Tr(u +id) = n d’oi matgyu semblable &

-1 L
< n 3 I ) On retrouve le résultat précédent.
—in—1

Exercice 11 (**)

Calculer ya avec A = (ai,j)1<ij<n € M,(R) et
{1 sii=1louj=1
Qi = .
0 sinon
X—1 -1 ... ... -1
-1 X 0 0
Corrigé : On a XA = 0
0
—1 0 0 X

1 n
Avec l'opération L; < Ly + izLi’ il vient
i=2



—1
X—1-"2 0 0
XA = :<X—1— )Xn_l
0
: : .0
-1 0 ... 0 X
Ainsi xa=X"23(X?-X—-n+1)
Variantes : 1. Notant P,, = x, on obtient en développant sur la derniére colonne, on trouve
-1 X 0 ... 0
0
Do . X
-1 0 ... ... 0]

en développant le déterminant d’ordre n — 1 sur la derniére ligne. On peut ensuite calculer P,
pour de petites valeurs de n afin de conjecturer une forme générale puis I’établir par récurrence

n

ou considérer la fraction rationnelle R,, = puisqu’on a

Xn
P,, 1 1
=t w5

ce qui prouve que la suite (R,,), est arithmétique et on peut donc déterminer son terme général
aisément.

2. Soit u € Z(K™) canoniquement associé & A. On pose €1 = e et 9 = »_e;. La famille (g9, ¢2)

n
i=1
est une base de Im u. On a

AX =0 < 1’120,2$i20 < X:Z—xi(eg—ei)

1=2 =3

On pose g; = e3 —e; pour i € [3;n] et B = (e1,...,,). Avec I'opération Cy < > C; sur la

=2
matrice
11 0 o 0
01 1 1
-1 0 0
P:mat(g%:
0
o w0
o1 o0 ... 0 -1

on obtient une matrice constituée de n colonnes échelonnées non nulles ce qui prouve que % est
une base de K" pour laquelle on a

B|O 0 n—1
matgu = (ﬁ) avec B = <1 1 )

Ainsi XA =Xu=xBX"?=(X2-X-—n+1)X"!
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Exercice 12 (*)

Soit E un K-ev de dimension finie et v € GL(E). Montrer que u~! € K[u.

Corrigé : On a detu # 0 puis
Xu() =0 <= u" — (Tru)u™ ' + ...+ (=1)"(detu)id =0

— (=) (detu) ™ [u" — (Tr w)u™t+...] =id
Xu(t) =0 <= wo (=) (detw) ™ [u"! — (Tr w)u"2+...]=id
On conclut ut e Klul

Variante : Soit ¢ : K[u] — K[u],v +— vou. On a ® € Z(K[u]) et Ker ® = {0} car u inversible.
L’application ® est un endomorphisme injectif en dimension finie. C’est donc un automorphisme
et par suite, il existe v € Klu| tel que ®(v) = id ce qui prouve le résultat attendu. Notant
B = (Uk)ggkgd avec d = degm,, on peut remarquer que matz® est la matrice compagne du
polynéme minimal de 7,.

Exercice 13 (*)
Soit A € GL,(K). Déterminer x,-1 en fonction de xa.

Corrigé : On a xa = det(XT, — A) = det(—XA(L,/X — A™1))
o 1
Ainsi xa = (—X)" det(A)xa-1 (i)

Exercice 14 (**)

Soit A € ., (K) avec rg (A) = 1. Déterminer m,.

Corrigé : On prouve successivement qu'il existe X, Y des colonnes de .7, 1(K) non nulles telles
que A = XY puis A% = Tr (A)A. On en déduit ma|X(X — Tr (A)). Si degma = 1, alors A serait
une matrice d’homothétie de rang 1. On exclut le cas n = 1 qui est trivial et on en déduit que
rg A € {0,n} ce qui est impossible. On conclut

Pour A € #,(K) avecn >2etrg A=1,0onamy =X*—Tr(A)X.

Exercice 15 (*)
Soit E = ¢°°(R,R). L’endomorphisme D : f — f" admet-il un polynéme minimal ?
Corrigé : Notons fy : x — e pour X réel. On a D(fy) = \fy pour tout X réel donc tout réel

est valeur propre de D. Si D admet un polynéme minimal, celui-ci admet donc une infinité de
racines donc est le polynéome nul d’ou

’L’endomorphisme D n’admet pas de polyné6me minimal.




Exercice 16 (*)

Soit E = R,[X] avec n entier. Pour P € E, on pose o(P) = (X — 1)P’ — nP. Montrer que
¢ € Z(E) puis calculer y.,.

Corrigé : L’application ¢ est linéaire par linéarité du produit et de la dérivation puis (1) = —n
et o(X*) = (k —n)X*k — kX*! pour k € [1; n]. Notant € la base canonique de E, on a

—n -1 0o ... 0

0 —(n—1) =2

matgp = : 0
o

0 0 0

Ainsi Xo = [[ X+ k)
k=0




