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Probléme 1

L’homogénéité et I'inégalité triangulaire s’obtiennent sans difficulté pour Ny et Ny par homo-
généité et inégalité triangulaire de |-| puis linéarité et croissance de U'intégrale. Pour f € E, on
a

Ni(f) =0 <

[F(O)] =0 _
fro=o

1
<~
/]f’(t)|dt:0 == =0
0 1] co
d’oul la séparation de Ny et on procéde de méme pour Ny. Puis, pour f € E, on a

Nu(f) < 41£(0)] +2 / (0] dt = 2N ()

ot Na(f) < 217(0)] +4 / ()] dt = 2N, (1)

On conclut ’Les normes N; et Ny sont équivalentes. ‘

Remarque : Les constantes sont optimales : avec u : t — 1, on a No(u) = 2N;(u) et avec
v:tt,onaNj(v) =2N;(v).

Probléme 11

1. Soit (\,A) e Cx E. On a ||MA]| = %axﬂ A DT Ja ;| = A A
€[ 1;n j=1
par homogénéité de || - || sur R™. Pour (A,B) € E?, on a
Vie[Lin] 3 faig +bigl < 32 faig| + X2 [bis] < [|Al + (B
j=1 j=1 j=1
d’on A+ B[ < [[All + B
Enfin, pour A € E, on a
HAHZO < MaXHZ]am\:O <:>VZ€[[1,N]] Z‘GLJ":O
=1 i=1

i€[1;n
< V(i,j) € [1;n]? a;; =0

Ainsi L’application || - || est une norme sur E.
2.0n a
Vo ellnlt IR = 3| Sawbi] < 3 (35 lau b))
Jj=1 j=1 k=1 j=1 “k=1
< 32 (sl 35 sl ) < IATIB
k=1 j=1

<IBl



Ainsi V(A,B) e B2 |AB| < [|A[IIB]|

Remarque : Il s’agit en fait de la norme subordonnée ||A|| = Sup [JAX] -
[X[loo=1

Probléme II1

L’homogénéité et I'inégalité triangulaire pour Ny et Ng résultent des propriétés de la norme || - ||«
sur €°([0;1],R). La séparation de || - || sur €°([0;1],R) implique la séparation pour N; puis
pour f € E
No(f)=0 < f'—f=0 <= feVect(t—e') <= f=0g
f(0)=0

Ainsi ’Les applications Ny et Ny sont des normes sur E. ‘

Par inégalité triangulaire, il vient
VfeE  Nao(f) < Ni(f)

Soit f € E et g = f'— f. Déterminons une expression de f en fonction de g. Par résolution d’une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec variation de la constante, on trouve

Vte[0;1] f(t) = /Otet_sg(s) ds

Do We(0i1] 101 gl [ ot ds < (e = DNa()
0
puis vie[0;1] @O <) = fOI+FO] < No(f) + [ flloo
et ainsi Ni(f) < (2e — 1)No(f)
On conclut ’Les normes N; et Ns sont équivalentes. ‘
On a VieE  [[flle <Nu(f) < (2e = N:(f)

En revanche, les autres inégalités sont en défaut. Soit f,, : t — t" avec n entier. On a

VneN an”oozl Nl(fn):n+1

Ni(fn
d’ott 1(/n) — +00
[ fnlloo n—oc
Il s’ensuit que N; n’est pas équivalente a | - ||. Si Ny est équivalente & || - ||, alors Nj est
équivalente & || - ||, par transitivité ce qui n’a pas lieu. On conclut
Les normes N; et Ny ne sont pas équivalentes a || - |-
Remarques : (a) On est sir que || - || n’est pas plus fine que Ny sans quoi les deux normes

seraient équivalentes ce qui est faux. On peut aussi le vérifier directement en observant par
exemple, aprés une rapide étude de fonction

Vn > 2 No(fn) =n—1
(b) Par ailleurs, on en déduit

Ni(fa)  n+1 noe




Et avec f: ¢+ e’ — 1, on trouve
Nl(f) =2 —1 et Ng(f) =1

Ainsi, les constantes dans I'encadrement Ny < Ny < (2 — 1)Ny sont optimales.

Probléme IV
1. L’inégalité est trivialement vraie si a ou b est nul. Soient a,b > 0. Par concavité de In, on a

1 1
—In(a) + —In(b) < In <g + é)
p q p q

a b
D’ot V(a,b) e R2  aM/Ppt/a < — 4 -
p q
2. Si les a; ou les by sont tous nuls, le résultat est trivial. On suppose les ay et les b, non tous

nuls. On pose

aj by

Vke[l;n] a = —+ B = -~
>.a; 2.0

i=1 i=1

D’aprés le résultat de la premiére question, on a

vkel[lin]  alPpt< 4 D
p q

n 1 1
Par sommation, il vient Za,lg/pﬁ,i/q <-+-=1

k=1

n n 1/p n t/q
D’ou l'inégalité de Holder S apby < (Zai) (Zbﬁ)
k=1 k=1 k=1

3. I’homogénéité et la séparation sont immédiates. Soit (z,y) € (K")2. On a
e+ ylle < 37 Jal lzw + ™™+ 3 Jynl (e + )™
k=1 k=1

D’aprés I'inégalité de Holder en observant (p — 1)g = p

n 1/q
-1
lz+yllp < (lzllp + 1yl (;1 o+ | )q> = (llly + lylly) [l + yll5®

Si z +y # 0, 'inégalité triangulaire s’en déduit en divisant par ||z + yHg/q. Le résultat est
trivialement vrai si x +y = 0 et on conclut

‘L’application || - ||, est une norme sur K". ‘

4. Soit x € K". 1l existe un indice ig € [1; n] tel que |x;,| = ||7] . Par suite, on trouve
n
3o | < 32 |l <l
k=1

dou 1zllee < llzllp < 2720

Comme n'/? — 1, on conclut par encadrement
p—+00

Ve e K" flzfly —— [l2fle
p—+0o0




Probléme V (bonus)

La boule By, (0, 1) est un ouvert pour Ny. Par conséquent, on dispose de r > 0 tel que By, (0,7) C
By, (0,1). Soit z € E ~\ {0Og}. On pose

<

~ 2Ny ()

Y

r
On a Ny(y) = 5 <r d’ont Ny(y) < 1 et par homogénéité, il s’ensuit

qui vaut encore pour x = Og. Par symétrie des roles, on conclut

Des normes qui définissent une méme topologie sont équivalentes.




