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Feuille d’exercices n°30

Exercice 1 (**%*)
Soit E = R[X]. On pose O = {P € E | P(0) # 0} et on note
VPeE  Ny(P)= Sup |P(t)] N2(P) = Sup |P()]
te[0;1]

te[1;2]

Déterminer la nature topologique de O pour les normes N; et No.

Corrigé : Notons ¢ : E — R P +— P(0). L’application est clairement continue pour N; et on a

O = ¢! ({0}). Puis, la suite (P,), avec P,, = — pour n entier non nul est a valeurs dans O,
n

convergente de limite nulle donc hors de O et par conséquent

’L’ensemble O est ouvert non fermé pour la norme Nj. ‘

Posons P, = (1 — X/2)" pour n entier. On a

£\ 1
Vn € N o(P,)=1 et Ny(P,)= Sup (1 - —) = —
te[1;2] 2 2n
Ainsi P, —250 et ¢(P,) —> 1% p(0)
n—o0 n—oo

L’application ¢ n’est donc pas continue pour Ny. Considérons Q,, = P,,—1 pour tout n entier. On
a Q, € ExO pour tout n entier et Q, e ¢ EX.O d'ou EX O n’est pas fermé, autrement,

n—o0

dit O n’est pas un ouvert de E. De méme, on a P, € O pour tout n entier et P, 220 avec
n—oo

0 ¢ O, donc O n’est pas un fermé de E. On conclut

’L’ensemble O n’est ni ouvert, ni fermé pour la norme Ns.

Exercice 2 (***)

Montrer qu’une somme de fermés n’est pas nécessairement fermée.

Corrigé : Dans R?, on considére F; = R x {0} et Fy = {(z,y) € R? | zy = 1}. Notons ¢ :
(x,y) —» yety: (z,y) — xy — 1 polynomiales donc continues, on a

Fi = 1({0}) et Fy=¢1({0})

ce qui prouve leur fermeture. Puis, on a

1
Fi+F, = {<x+y,§),(a:,y)€]RxR*}

L’inclusion F; + Fy C R x R* est immédiate. Pour (z,y) € R x R* et (a,b) € R x R*, on a
1 11
(x‘i‘y,g):(a,b) — (x7y):<a_g7g)

ce qui prouve Fi+Fy,=R xR*



1

C’est ensemble n’est pas fermé puisque la suite <0, —> est a valeurs dans R x R*, convergente
n n=>1

mais la limite n’est pas dans cet ensemble.

Dans R, c’est possible mais plus délicat. On a Z + v/2Z dense dans R (non trivial), distinct de
R et somme de deux fermés. Ou aussi, en considérant

1
FlzN* et FQZ{—H+—,HGN*}
n

1
La suite (—) est a valeurs dans F; + Fy mais pas sa limite. On conclut
n n>1

’Une somme de fermés n’est pas nécessairement fermée. ‘

Exercice 3 (***)

Soit n entier non nul et €2, ’ensemble des polynomes de R,,[X] scindé a racines simples de degré
égal & n. Montrer que §2,, est un ouvert.

Corrigé : Soit P € Q,. On note a; < ... < «, les racines distinctes de P. Soit Sy,..., [,
des réels tels que By < oy < B < ... < ap < SB,. On considére f : R,[X] — R"™,Q —
(Q(Bo),---,Q(Bn)). L’application f est linéaire sur un espace de dimension finie donc continue.

Pour ¢ > 0 suffisamment petit, on peut choisir Q € R,[X] tel que si ||Q — P| < &, alors
Q(B:)P(B;) > 0 pour tout i € [0; n]. Par suite, on a Q(5;)Q(Bi+1) < 0 pour tout ¢ € [0; n—1]
ce qui prouve que Q est scindé a racines simples. Ainsi, il existe € > 0 tel que B(P,¢) C ,,. On
conclut

’L’ensemble Q,, est un ouvert. ‘

Exercice 4 (***)

Soit E = R[X]. Déterminer deux normes sur E, une pour laquelle I'endomorphisme de dérivation
est continue et 'autre pour laquelle il ne I'est pas.

Corrigé : On note D € Z(E) 'endomorphisme de dérivation. Pour n entier, on pose P,, = X".

1
On a Vn e N ||Pn||1:/t"dt: — 0
0 n -+ 1 n—oco
1
et VneN* D[P, =nX""! et |D(P,)]:= / nt"tdt =1
0
" Il
Ainsi P, 1o et D(P,) —~ D(0)
+00
Pour P € E, on pose N(P) =3 [P®(0)|
k=0

On vérifie sans difficulté que N est une norme. Puis
+00
VPEeE  N(D(P)) =3 [PE(0)] = N(P) — [P(0)] < N(P)
k=0

Ainsi, application linéaire D est lipschitzienne en 0 pour la norme N. On conclut

La dérivation D est continue pour N, discontinue pour || - ||;.




Exercice 5 (***%*)

Soit E un K-evn et A une partie non vide bornée de E. On note §(A) = Sup ||z —y||. Montrer

(z,y)€A2
§(A) = 6(A) = 5(0A)
Corrigé : Il existe M > 0 tel que ||z|| < M pour tout € A. Ainsi, pour x € A, comme il existe
(Tn)n EANavecxn—>x on a
n—oo

2]l = lim ffz,]| <M
n—+0oo

On en déduit que A est bornée et DA C A également. Avec A C A, il vient clairement §(A) <
§(A). Soit (a,b) € A2 1l existe (a,), et (b,), dans AN telles que a, — a et b, — b. Ainsi

n—0o0 n—0o0

la=bl = lim [la, —bal| et ¥neN fa, = b <6(A)

Par conséquent §(A) =6(A)

Soit (a,b) € A? distincts (si A est un singleton, le probléme est trivial). On pose ¢ : ¢
a+t(b—a). L’ensemble I = {t € R | p(t) € A} est une partie non vide et bornée de R. En effet,
pourt €1, on a
1

16— al
On note tg = Infl et t; = Sup . On a clairement t; > 1 et {5 < 0. Par caractérisation
séquentielle des bornes supérieures et inférieures, on obtient p(ty) € A et (t;) € A. Supposons
o(t1) € A. Tl existe alors r > 0 tel que B(p(t1),r) C A. 1l s’ensuit

1
] = = [lt(b—a) +a —al < (M + [[all)
16— all

r a r
<p<t1+ > o(t]) + =— € B(e(t1),r) CA et t1+———>1
2/1b —al 2|6 — 2/b —al|

ce qui est absurde par choix de ;. On en déduit que (t;) ¢ A d’ot ¢(t;) € A~ A = 9A. On
procéde a I'identique pour ¢(tp). Enfin, on a

le(tr) = @(to)ll = l[(tr = to) (b — a)l| = (t1 — to) b — all > [|b — o
d’ou V(a,b) € A? d(OA) = ||b — a||

Passant a la borne supérieure, on obtient §(9A) > §(A) et comme JA C A, on a §(0A) < J(A) =
d(A). On conclut

3(A) = 5(A) = 6(DA)

Exercice 6 (***)

1
Soit E=%°([0;1],R) muni de || - || et A = {f €eE| f(0)=0 et / f(t)dt > 1}.
0
1. Montrer que A est une partie fermée de E.

2. Montrer que VfeA I fllo >1
3. Calculer d(0,A).



1
Corrigé : 1. Notons o1 : f +— f(0) et o : [ — / f(t) dt. Les applications ¢ et o sont
0
continues pour | - || et on a
A= ({0} Ny ([15+00])

La partie A est donc une intersection d’images réciproques de fermés par des applications conti-
nues. On conclut

’La partie A est un fermé.‘

2. Soit f € A avec || f]|lo < 1. On a

1< [roa<iflest = [roa=1 = [0-smu=o

La fonction ¢ — 1 — f(¢) est continue positive d’intégrale nulle donc nulle. Il s’ensuit que f est
constante égale a 1 ce qui contredit son annulation en 0. Ainsi

vieA  [[flle>1

3. D’apreés ce qui précéde, on a clairement d(0,A) > 1. Pour n entier avec n > 2, on pose f,

1 1
affine par morceaux avec f,(t) = n?t/(n — 1) pour t € [O ; —} puis constante sur [— ; 1] On
n n

1
1
trouve / fa(t)dt = 1 et || fn]loo =14+ — —— 1. On conclut
0 n n—oo

d(0,A) = 1

Exercice 7 (**)

Soit X un ensemble et E = Z(X,R) ’ensemble des applications bornées de X dans R muni de
| [|oo- Soit L une forme linéaire sur E positive, ¢’est-a-dire

VfekE f=z20 = L(f)=0

1. Montrer V(f,g) € E? f<g = L(f) <L)

2. En déduire que L est une application continue.

3. Montrer L#0 < L(1)#0

1. Frablin W(fg) €B2  L(fg)? < LU
Corrigé : 1. Soit (f,g) € E? avec f < g. On a g — f > 0 et par positivité de L, il vient
L(g) —L(f)=Lg—/f) =0

Ainsi V(f,9) €E*  f<g = L(f)<L(g)

2. Soit f € E. On a —flloe < f < flloo

Dot =1 flloo (1) = L(=[ fllo) < L(f) < LIl flloo) = £ locL(1)
Ainsi VieE LI < [If]lsoL(1)

d’otu le caractére lipschitzien en zéro et donc la continuité de f.



3. Le sens indirect est immédiat et le sens direct vient par contraposition avec 1'inégalité préceé-
dente. Ainsi

L#0 < L(1) #0

4. Soit (f,g) € E2. On pose
VEER  o(t) = L((tf +9)*) = £*L(f?) + 2tL(fg) + L(g?)

On a (tf+g)? > 0 pour tout t réel d’ou la positivité de ¢ d’aprés la positivité de L. Si L(f?) > 0,
la fonction ¢ est un trinome a valeurs positives dont le discriminant ne peut étre strictement
positif. Ainsi, on a

L(f9)* < L(f*)L(¢*)
Si L(f?) = 0, la fonction ¢ — p(t) = 2tL(fg) + L(g?) est affine de signe constant positif ce qui
n’est possible que si L(fg) = 0 et 'inégalité est donc encore vraie. Finalement

V(f,9) €E*  L(f9)* <L(f*)L(g*)

Remarque : Il s’agit exactement de la preuve de l'inégalité de Cauchy-Schwarz ce qui était
totalement prévisible puisque l'application (f,g) +— L(fg) est une forme bilinéaire symétrique
positive sur E.

Exercice 8 (***%*)

L’ensemble Z:(C) des matrices diagonalisables de ., (C) a valeurs propres simples est dense
dans #,(C). Déterminer l'intérieur de Z;(C).

Corrigé : Soit M € Z7(C). Supposons qu’il existe (M,), € (E ~ 2:(C)" tel que M, —— M.

p—+00

Notons Sp (M) = {\1,..., A\, } valeurs deux & deux distinctes. Soit ¢ € [1; n]. Supposons que

pour tout p entier, on a ait Sp (M,) N D()\;,d) = @ avec 6 > 0. Notant xu, (X) = [T (X = fep),
k=1
on aurait |y, — ;| = 0 pour tout k € [1; n] d’on

VpeN Ixar, (Ag)| = om
Or, par continuité du déterminant, on a

XMp ()\2) = det()\zln — Mp) e det(/\ZIn — M) = XM()\Z) =0

p—+o0

ce qui contredit I'inégalité précédente. Ainsi
IJp €N | Vp=py Vie[l;n] Sp (M) ND(A;,0) # @

I\ — Ay

On choisit alors § = Min . Il s’ensuit que les disques D(\;, d) sont deux a deux disjoints
7]

et par conséquent, le spectre de M, pour p = py est formé de n valeurs distinctes ce qui est
impossible par hypothése. On en déduit

M¢EN 2:5C)=E\ (2:C))°
S’ensuit I'inclusion Z5(C) C (2:(C))° et Pinclusion réciproque est immédiate. Ainsi
7,(C) = (Z;(C))

Variante : On peut aussi utiliser le résultant (voir feuille 15 exercice 6). Soit M € .#,(C). On
a




M e 7:(C) <= xwm scindé a racines simples <= xm A Xy =1

{///n(C) — C
Posons p:

M — Res[xm, X\
On en déduit 2:(C) = ¢~ H(C¥)

Or, les coeflicients de y\ sont polynomiaux en les coefficients de M et ceci vaut également pour
X €t par suite, le résultant Res[xwm, x};] est polynomial en les coefficients de M d’ou la continuité
de . Ainsi, I'ensemble 2°(C) est image réciproque d’un ouvert par une application continue
d’ou

L’ensemble 2:(C) est ouvert.

Exercice 9 (****)

Soit E un K-evn. Montrer que les seules parties ouvertes et fermées de E sont & et E lui-méme.

Corrigé : Soit A une partie ouverte et fermée et non vide de E. Supposons A # E. Soit a € A
et b ¢ A. On pose

VieR  pt)=a+tb—a) et I={t€]0;1] | p(t) €A}

L’ensemble I est une partie non vide car 0 € I et majorée par 1 donc admet une borne supérieure
finie a € [0;1]. Par caractérisation séquentielle, il existe (), € IV telle que o, —— a.

n—oo
L’application ¢ est continue car ||b — al|-lipschitzienne et par continuité, on a
plan) — pla) e A=A
n—o0

Par ailleurs, ensemble A est ouvert donc il existe » > 0 tel que B(¢(a),r) C A. Il s’ensuit

r r b—a r
gp<a+—>:go(oz)—i-——EB(go(oz),r)CA et a+ ——m >«
2[|b — all 2[|b—al 2[|b— al|
ce qui est absurde par définition de « en tant que borne supérieure de I. L’hypothése qu’il existe
une partie A ouverte et fermée non vide de E et distincte de E est donc fausse. On conclut

’Les parties ouvertes et fermés de E sont @ et E lui—méme.‘

Variantes : (a) On a (1) =b ¢ A d’ot a < 1 et par définition de o, on a p(t) ¢ A pour tout

t €]a;1]. Comme E~ A est fermé, considérant une suite (8,)n € Ja;1]" avec 8, — a, il
n—oo

vient par continuité

©(Bn) m pla) e EXA

ce qui contredit p(a) € A.

(b) On montre que 1, est continue. Si x € A, alors il existe U ouvert C A tel que 15(y) =1
pour tout y € U d’ou la continuité. Si x ¢ A, on fait de méme puisque E . A est ouvert. Ainsi,
on at La(xt+ (1 —1t)y) continue avec z € A et y ¢ A et on obtient une contradiction.



