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Feuille d’exercices n°29

Exercice 1 (**)

Soit E un K-ev normé, a € E et r > 0. Montrer B(a,r) = Bf(a,r).

Exercice 2 (**)
Soit E un K-evn et A C E.

1. Montrer A fermé < O0A CA

2. Montrer A ouvert &< ANJA =9

Exercice 3 (**)

Soit E un K-evn et A, B deux parties non vides de E. On définit d(A, B) = ( gni . |z —yll-
x,Yy)EAX

Montrer d(A,B) = d(A,B)

Exercice 4 (***)

Soient A et B deux fermés disjoints de E un K-evn.
1. Trouver f € €(E,R) tel que f|, =0et f|, =1.
2. En déduire qu’il existe des ouverts U et V disjoints tels que AC Uet BC V.

Exercice 5 (**)

Soit E un K-evn et A une partie convexe de E. Montrer que A et A sont convexes.

Exercice 6 (***)

Montrer qu’une forme linéaire est continue si et seulement si son noyau est fermé.

Exercice 7 (***)

+00
Soit E = {(un)n € KN | 3" |us| converge} muni de la norme ||-||; définie par [lully = > |un| pour
n=0

+00
u € Eet ¢ € Z.(E,R). Montrer qu’il existe un unique (y,), € K~ bornée tel que o(u) = > t,yn
n=0
pour tout u € E.

Exercice 8 (**)
1. Montrer que GL,(K) est un ouvert dense de ., (K).
2. Montrer V(A,B) € #,(K) YAB = XBA

3. Montrer V(A,B) € #,(K) Com(AB) = (Com A) (Com B)
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Exercice 9 (***)

Pour n > 2, on pose A ={x = (z1,...,2,) ER" | Vi#} x; # T}
Déterminer A et A,

Exercice 10 (***)

1. Montrer que I’ensemble Z3(C) des matrices diagonalisables de .#,,(C) a valeurs propres
simples est dense dans .#,(C).

2. En déduire une nouvelle démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.

Exercice 11 (**%*)

Soit E un K-evn.

1. Montrer que pour U,V ouverts, on a
U=V=E =— UNnV=E
2. En déduire que pour F, G fermés, on a

F=G=0 — (FUG)’=0

Exercice 12 (***)

Soit Eun evnet A C E. Un point x € A est dit isolé sl existe € > 0 tel que B(z,e)NAN{z} = @.
On note S ={Me . #,R)| M =1}
1. Montrer que I,, est un point isolé de .#.

2. Déterminer tous les points isolés de .7 .

Exercice 13 (**%*)

Soit n entier non nul et p € [0; n]. On note R, 'ensemble des matrices de ., (K) de rang > p.
Montrer que R, est un ouvert de ., (K).

Exercice 14 (**%*)

Soit E un K-evn et (x,), € EN. Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de (), est

A= ﬂX_n avec X, = {zr, k > n}
neN
Exercice 15 (**%*)

Soient E, F deux K-evn et f : E — F. Montrer :
f continue <—= VB C F f~1(B)c f(B)

Peut-on remplacer I'inclusion par une égalité ?



