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Feuille d’exercices n°26

Exercice 1 (**)

Soit E = ,(C) avec n > 2. Existe-t-il une norme || - || sur E invariante par conjugaison,
c’est-a-dire telle que

V(A,P) € Ex GL,(C)  [A] =|P~'AP]

Corrigé : Soit A = E;,, et u € Z(C") canoniquement associé & A. On note € = (e1,...,¢,) la
base canonique de C". On a u(e,) = e; = 2¢;/2. En considérant la base Z = (e1/2,¢eq,...,¢€,),
on trouve matgzu = 2A ce qui prouve A semblable & 2A puis [|A]| = [|2A] = 2||A]| ce qui est
absurde d’ou

’Il n’existe pas de norme sur E invariante par conjugaison.‘

Variante : On peut procéder directement matriciellement. Considérant A = E;, puis P =
diag(1/2,1,...,1), on trouve P"!AP = 2A et on conclut comme précédemment.

Exercice 2 (**)

Soit E = ,(R). On définit la norme de Frobenius par ||Allrp = /Tr(ATA) pour A € E.
Montrer que || - ||r est une norme et qu’elle vérifie

V(A,B) € E*  [|AB|lp < [|AllrlIBllr

Corrigé : Pour A = (am)l@.jgn € E, on trouve

Al =/ > ai; = IAll
1<i,j<n

La norme de Frobenius est donc la norme || - ||z et ¢’est donc, en particulier, une norme. Si la
norme de Frobenius était une norme d’opérateur, on aurait ||I,||[r = 1 ce qui n’est pas.

’La norme de Frobenius est une norme mais ce n’est pas une norme d’opérateur.

Soit (A,B) € E* et C = AB. On a ||C||§ = 3 ¢};. Par définition du produit matriciel et
1<i,5<n
inégalité de Cauchy-Schwarz dans R", il vient

V(i,j) € [1; n]? C?,j = (Zai,kbk,j

) < (&
Ainsi HCH% < 1\Z< Kéﬁk) (Zi:bigﬂ = ( \Z aik> ( > bi,j)

1<k, j<n

On conclut V(A,B) € E2  ||AB|lr < ||A||B|r




Exercice 3 (**)

Soit E un K-ev normé et Ny, Ny des normes sur E. Montrer que les normes Ny, Ny sont équiva-
lentes si et seulement si elles définissent les mémes parties bornées sur E.

Corrigé : Le sens direct est un résultat du cours. Supposons N; et Ny non équivalentes avec,

N
par exemple, 'application N_l non bornée sur E \ {Og}. Pour n entier non nul, on dispose de
2

N1 (l’n)

> n. On pose
NQ(IH) p

z, € EX{0g} tel que

L,
Nl (xn)

et on consideére la partie A = {y,,,n € N*}. Cette partie est clairement bornée pour N; mais non
pour Ns. Par contraposée, on conclut

Vn € N* Yn =

’Des normes sont équivalentes si et seulement si elles définissent les mémes parties bornées.

Exercice 4 (**)
+00
Soit E = R[X]. Pour P = }_ @, X", on note
n=0
N(P) = [P~ Pllacgons et [Pl = Max [a]

1. Vérifier que ce sont des normes.
2. Comparer ces normes.
Corrigé : 1. Pour P € E, on a N(P) = 0 si et seulement si P’ = P par séparation de || - ||oo

sur €°([0;1],R). En considérant les degrés de chaque terme, on en déduit P = 0. Les autres
propriétés ne présentent pas de difficulté. On conclut

Les applications N et || - || sont des normes sur E.

2. On pose P,, = X" pour n entier. Une étude de fonction de ¢ — t™ — nt" ! montre que celle-ci
décroit sur [0;1] et on en déduit

VneN NP, =P, —P)1)=n—1 et |[Puflw=1

N(P,
drot Na) oo
[Pnlloc o0

n Xk
Puis, on pose Q, = > T pour n entier. On observe que Q) = Q,_1 pour n > 1 puis

k=0

1
Vn eN N(Qn) = m et HQnHOO =1
N(Qn,

d70ﬂ & RN O

|Qn|loe o0

Il n’y a pas de relation de finesse entre N et|| - |-




Exercice 5 (***)
Soit E = {f € €'([0;1],R) | £(0) = 0}. On pose
VieE  Nu(f) =[lfllsc +1[flc et Na(f) =I[lf + fll

Montrer que N; et Ny sont des normes puis les comparer entre elles et ensuite avec || - ||

Corrigé : On vérifie sans difficulté que Ny et Ny sont des normes sur E. Par inégalité triangulaire,
il vient

VieE  No(f) <Nu(f)

Soit f € E et g = f'+ f. Déterminons une expression de f en fonction de g. Par résolution d’une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec variation de la constante, on trouve

Vte[0;1] f(t) = /Otg(s)es_t ds

Do We(0i1] 101 < gl [ et ds <Na()
L
<1
puis vee[0;1]  [fOI <@+ O]+ O] < 2N2(f)
et ainsi N1 (f) < 3No(f)
On conclut ’Les normes N; et Ny sont équivalentes. ‘
On a VFEE  [[fllee <Ni(f) < 3N2(f)

En revanche, les autres inégalités sont en défaut puisque pour f, : t — t"™ avec n entier, on a

S

Les normes N; et Ny ne sont pas équivalentes a || - ||oo-

Exercice 6 (**)

Soit E un K-evn de dimension finie et u € Z(E) tel que ||u(z)|| < ||z|| pour tout x € E. Montrer
E=Ker(u—id) ® Im (u —id)

n—1
On pourra considérer v, = — > u* avec n entier non nul.
N k=0
n—1
Corrigé : Soit # € Ker (u—id ) NIm (u —id ). Posons v, = — >_ u* pour n entier non nul. On a
N k=0

u(r) = x et par suite v,(z) = x pour tout n entier non nul. Par ailleurs, il existe ¢t € E tel que
r = (u—id)(t). Par suite

WneN o= ue) = S ut o (u—id)) = 5 [0 - ] (0 = 1 ) -

n

Comme ||u(a)|| < |la|]| pour tout a € E, une récurrence immédiate donne ||u™(z)|| < ||z|| pour
tout n entier. Ainsi, par inégalité triangulaire



— 0

n—00

: 2]
Vi eN al| = fun(@)] < A

S|

™ ON + [[£ll] <

Ainsi Ker (u—id) NIm (v —id) = {0g}
Avec le théoréme de rang, on conclut

E=Ker(u—id) ® Im (u —id)

Exercice 7 (**)

Soit A partie non vide de R. On définit N sur K[X] par
VP € K[X] Na(P) = Sup |P(¢)]

teA

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que N, soit une norme.

Corrigé : Il faut d’abord que 'ensemble {|P(¢)|,t € A} admette une borne supérieure finie.
Si A est non bornée, comme |P(t)] —— +00 pour P non constant, alors la borne supérieure
— 00

est infinie. Si A est bornée, la fonction ¢ — |P(¢)| continue l'est aussi sur A d’ou l'existence
d’une borne supérieure finie. L’homogénéité et 'inégalité triangulaire découlent des propriétés
de || - ||co,a- Si A est une partie finie, alors P = [[ (X — a) est non nul avec N5 (P) = 0. II faut

acA
donc que A soit infinie. Si A est infinie, pour P tel que NA(P) = 0, il vient P(a) = 0 pour tout

a € A d’ou une infinité de racines pour P ce qui prouve P = 0 et donc la séparation. On conclut

’L’application N, est une norme si et seulement la partie non vide A est infinie et bornée.

Exercice 8 (**)
Soit E un K-ev normé et F un sev de E. Montrer
V(A z) e Kx E d(A\z,F) = |A|d(z, F)

Corrigé : Soit (A, z) € K x E. Si A = 0, I’égalité est immédiate. Supposons A # 0. On a pour
yel

Az =yl = [Alllz = y/All = [Al Inf [l — 2| = [Al (=, F)
Passant & la borne inférieure pour y € F, il vient

d(Az,F) > [Ald(z, F)

1 1
puis d(z,F) =d (X)\x,F> > Wd()xx,F)
d’oi A\, F) < |\ d(z, F)
On conclut VA z) e KxE  d(Az,F) = |\ d(z, F)




Exercice 9 (***)

Soient a, b, ¢ et d des réels avec a < b et ¢ < d. On pose

VP eR[X] N,(P)= Sup [P(t)] et Ny(P)= Sup |P(t)|

tela;b] tec;d]

Comparer les normes N; et Ns.

Corrigé : Supposons b > d. On pose P,, = (X — m)™ pour n entier avec m = min(a,c). On
trouve

Vn e N Ni(Pn)=((b—m)" et Ny(P,)=(d—m)"

N, (P, b— "
Par suite N;EPn; = (d _Z) n_>oo> +00

Supposons a < ¢. On pose Q,, = (X —M)" pour n entier avec M = max(b,d). On trouve
VneN  Ni(Qn)=M-—-a)" et Ny(Q,) =M-—c)"

) _ (=) oo

Les autres cas d > b et ¢ < a s’obtiennent par symétrie des roles. On conclut

d’ou

Les normes N; et Ny sont équivalentes si et seulement si [a;b] = [c;d].

Supposons a = cet b > d. On a
VP € R[X] Sup |P(t)] < Sup |P(?)]

tela;d] te[asb]

autrement dit N; est plus fine que Ny. Les autres situations avec un cas d’égalité entre bornes
se traitent de la méme maniére. Ainsi

’Si a = cou b = d, alors il existe une relation de finesse entre N; et Ng.‘

Exercice 10 (***)

+00
Soit E = R[X]. Pour P € E avec P = ) a, X", on munit E de ||-||» définie par ||P|| = Ma@; ||
n=0 ne

On dit qu’une suite (P,,),, est de Cauchy si
Ve>0 INeN V(pn)eN n>=N = [P, P, <e¢

n Xk
On pose Vn € N P,=1+) —
=1k
1. Montrer que (P,,), est de Cauchy.
2. Montrer que (P,), ne converge pas.
Corrigé : 1. Soient n et p entiers non nuls. On a
ntp Yk 1
Poip = Pull = —|l=——=0(1
IPaey = Pull = | 3 2l = g =)

Pour € > 0, il existe donc un seuil N entier tel que pour n > N et p entier, on ait ||P,,+,—P,|| <,
c’est-a-dire

La suite (P,), est de Cauchy.

3



2. Supposons (P,,), convergente. Il existe alors P € E tel que P,, —— P. Notons p = degP.

n—oo
Soit n entier. On note a4, le coefficient de degré k de P, — P. Il vient
1

Vn>2p+1 P, — P|| > Ma R

P+ [Py =Pl > Max o] = ——

Ceci contredit ||P,, — P|| —— 0 et on conclut
n—oo

La suite de Cauchy (P,), ne converge pas.

Remarque : Un espace dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit complet (il n’est pas
« troué »). Ici, 'espace R[X] n’est pas complet. Un espace vectoriel complet est appelé espace de
Banach.

Exercice 11 (****)
Soit E = .#,(C) et A € E avec Sp (A) C D(0,1). Etudier la convergence de la suite (AP),,.

Corrigé : Soit u € .Z(C") canoniquement associé a A. En considérant By, = (e, ea/k, ..., e, /")
avec A = (ey,...,e,) une base de trigonalisation de u et k un entier non nul, on a

j—1
Gy G

) ) e; \ 1 J _ €j
\V/j S [[17 n]] u (]Cj_1> - kj_li:zlai,jei - >\j Li—1 + = fi—i =1
~—~

k—+oo
ou les \; désignent les valeurs propres de u. Ainsi, en choisissant £k suffisamment grand, on
peut trouver une base de trigonalisation de u tel que les termes au dessus-de la diagonale soient
inférieurs en valeur absolue a £ avec € > 0. On fait ce choix de k et on note A’ = matg, u,

n
X = matg, x et P = maty %y, la matrice de passage de la base canonique ¢ & %j. On définit

|All = N(P~'AP) = N(A’) avec VM € E N(M) = Sup [[MX|

[Xloo=1

< Sup i}a;ﬁ
i€[1;n] j=1

n
Za;7j$j

Jj=1

Par suite |A]| = Sup Sup
[X[lo=1i€[1;n]

Comme A’ est triangulaire et que les termes au dessus de la diagonale sont inférieurs en valeur

€
absolue & —, on a
n

Al < p(A A)= M A
A< plA) +2 avee p(A)= Max |\

La quantité p(A) est appelée rayon spectral de A. On a choisi une norme subordonnée pour N
d’ou

VIM,N) e B2 [[MN]| < [[M[JIN]
Par récurrence immédiate, on a donc ||A?|| < ||A||” pour p entier non nul. Comme p(A) € ]0;1],

on peut choisir € > 0 tel que p(A) +¢e € ]0;1[ et par conséquent
0 < [[AP]f < AP ——=0
p—>+00

Par encadrement, on conclut AP —— O
p—>+00

Remarque : Il s’agit en fait d’une équivalence. Pour le sens direct, soit A € C et X normé (on
normalise un vecteur propre) tel que AX = AX. Ainsi, on a APX = A\P’X pour tout p entier d’ou
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VpeN AP = [JAPX]| < [JAIPIIX]

On a [\ —— 0 d'ou |\ < 1.
k—+o0

Variante : Si on dispose de la continuité des applications linéaires en dimension finie, on peut
procéder différemment. On dispose de P € GL,(C) telle que

P AP = diag()\ImA + T)\))\ESp (A)
avec les T triangulaires supérieures strictes. On pose
B=PDP! avec D= diag(ALy,, )respa) et N = Pdiag(TA))\esp(A)P_l

Ainsi, on a A = B+N avec B diagonalisable, N nilpotente car semblable a une matrice triangulaire
supérieure stricte et un produit par blocs montre BN = NB. On note ¢ 'ordre de nilpotence de
N. Pour p entier, on obtient avec la formule du binéme

-1

AP = (B4 NP = 3 (?)Br+N*

k=0
On note D = diag(Aq,...,\,) avec les A\; € D(0,1) puisque ce sont les valeurs propres de A.
Pour A € D(0,1), on a par croissances comparées

PV SE

k! p—+oo k! p—rtoo
On en déduit (,I;) DP~* = diag ((i) )\;10716, e (i) )‘g_k> p—r+00 Or

et pour k € [0; ¢ — 1], I'application M — PMP~IN* étant linéaire en dimension finie donc
continue, il vient

(Z)Bp_ka m Or

-1
d’ott AP = 3 (P)BPANF —— 0O
k=0 p—+00




