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Feuille d'exercices n°26

Exercice 1 (**)

Soit E = Mn(C) avec n ⩾ 2. Existe-t-il une norme ∥ · ∥ sur E invariante par conjugaison,
c'est-à-dire telle que

∀(A,P) ∈ E×GLn(C) ∥A∥ = ∥P−1AP∥

Corrigé : Soit A = E1,n et u ∈ L (Cn) canoniquement associé à A. On note C = (e1, . . . , en) la
base canonique de Cn. On a u(en) = e1 = 2e1/2. En considérant la base B = (e1/2, e2, . . . , en),
on trouve matBu = 2A ce qui prouve A semblable à 2A puis ∥A∥ = ∥2A∥ = 2∥A∥ ce qui est
absurde d'où

Il n'existe pas de norme sur E invariante par conjugaison.

Variante : On peut procéder directement matriciellement. Considérant A = E1,n puis P =
diag(1/2, 1, . . . , 1), on trouve P−1AP = 2A et on conclut comme précédemment.

Exercice 2 (**)

Soit E = Mn(R). On dé�nit la norme de Frobenius par ∥A∥F =
√
Tr (A⊤A) pour A ∈ E.

Montrer que ∥ · ∥F est une norme et qu'elle véri�e

∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥F ⩽ ∥A∥F∥B∥F
Corrigé : Pour A =

(
ai,j

)
1⩽i,j⩽n

∈ E, on trouve

∥A∥F =
… ∑

1⩽i,j⩽n

a2i,j = ∥A∥2

La norme de Frobenius est donc la norme ∥ · ∥2 et c'est donc, en particulier, une norme. Si la
norme de Frobenius était une norme d'opérateur, on aurait ∥In∥F = 1 ce qui n'est pas.

La norme de Frobenius est une norme mais ce n'est pas une norme d'opérateur.

Soit (A,B) ∈ E2 et C = AB. On a ∥C∥2F =
∑

1⩽i,j⩽n

c2i,j. Par dé�nition du produit matriciel et

inégalité de Cauchy-Schwarz dans Rn, il vient

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 c2i,j =

Å
n∑

k=1

ai,kbk,j

ã2
⩽
Å

n∑
k=1

a2i,k

ãÅ
n∑

k=1

b2k,j

ã
Ainsi ∥C∥2F ⩽

∑
1⩽i,j⩽n

ïÅ
n∑

k=1

a2i,k

ãÅ
n∑

k=1

b2k,j

ãò
=

Ç ∑
1⩽i,k⩽n

a2i,k

åÇ ∑
1⩽k,j⩽n

b2k,j

å
On conclut ∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥F ⩽ ∥A∥F∥B∥F

1



Exercice 3 (**)

Soit E un K-ev normé et N1, N2 des normes sur E. Montrer que les normes N1, N2 sont équiva-
lentes si et seulement si elles dé�nissent les mêmes parties bornées sur E.

Corrigé : Le sens direct est un résultat du cours. Supposons N1 et N2 non équivalentes avec,

par exemple, l'application
N1

N2

non bornée sur E ∖ {0E}. Pour n entier non nul, on dispose de

xn ∈ E∖ {0E} tel que
N1(xn)

N2(xn)
⩾ n. On pose

∀n ∈ N∗ yn =
xn

N1(xn)

et on considère la partie A = {yn, n ∈ N∗}. Cette partie est clairement bornée pour N1 mais non
pour N2. Par contraposée, on conclut

Des normes sont équivalentes si et seulement si elles dé�nissent les mêmes parties bornées.

Exercice 4 (**)

Soit E = R[X]. Pour P =
+∞∑
n=0

anX
n, on note

N(P) = ∥P′ − P∥∞,[ 0 ;1 ] et ∥P∥∞ = Max
n∈N

|an|

1. Véri�er que ce sont des normes.

2. Comparer ces normes.

Corrigé : 1. Pour P ∈ E, on a N(P) = 0 si et seulement si P′ = P par séparation de ∥ · ∥∞
sur C 0([ 0 ; 1 ] ,R). En considérant les degrés de chaque terme, on en déduit P = 0. Les autres
propriétés ne présentent pas de di�culté. On conclut

Les applications N et ∥ · ∥∞ sont des normes sur E.

2. On pose Pn = Xn pour n entier. Une étude de fonction de t 7→ tn − ntn−1 montre que celle-ci
décroît sur [ 0 ; 1 ] et on en déduit

∀n ∈ N N(Pn) = (P′
n − Pn)(1) = n− 1 et ∥Pn∥∞ = 1

d'où
N(Pn)

∥Pn∥∞
−−−→
n→∞

+∞

Puis, on pose Qn =
n∑

k=0

Xk

k!
pour n entier. On observe que Q′

n = Qn−1 pour n ⩾ 1 puis

∀n ∈ N N(Qn) =
1

n!
et ∥Qn∥∞ = 1

d'où
N(Qn)

∥Qn∥∞
−−−→
n→∞

0

Il n'y a pas de relation de �nesse entre N et∥ · ∥∞.
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Exercice 5 (***)

Soit E = {f ∈ C 1([ 0 ; 1 ] ,R) | f(0) = 0}. On pose

∀f ∈ E N1(f) = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞ et N2(f) = ∥f + f ′∥∞
Montrer que N1 et N2 sont des normes puis les comparer entre elles et ensuite avec ∥ · ∥∞.

Corrigé : On véri�e sans di�culté que N1 et N2 sont des normes sur E. Par inégalité triangulaire,
il vient

∀f ∈ E N2(f) ⩽ N1(f)

Soit f ∈ E et g = f ′+f . Déterminons une expression de f en fonction de g. Par résolution d'une
équation di�érentielle linéaire d'ordre 1 avec variation de la constante, on trouve

∀t ∈ [ 0 ; 1 ] f(t) =

∫ t

0

g(s)e s−t ds

D'où ∀t ∈ [ 0 ; 1 ] |f(t)| ⩽ ∥g∥∞
∫ t

0

e s−t ds︸ ︷︷ ︸
⩽1

⩽ N2(f)

puis ∀t ∈ [ 0 ; 1 ] |f ′(t)| ⩽ |f ′(t) + f(t)|+ |f(t)| ⩽ 2N2(f)

et ainsi N1(f) ⩽ 3N2(f)

On conclut Les normes N1 et N2 sont équivalentes.

On a ∀f ∈ E ∥f∥∞ ⩽ N1(f) ⩽ 3N2(f)

En revanche, les autres inégalités sont en défaut puisque pour fn : t 7→ tn avec n entier, on a

∥fn∥∞ = 1 N1(fn) = N2(fn) = n+ 1 =⇒ N1(fn)

∥f∥∞
=

N2(fn)

∥f∥∞
−−−→
n→∞

+∞

Les normes N1 et N2 ne sont pas équivalentes à ∥ · ∥∞.

Exercice 6 (**)

Soit E un K-evn de dimension �nie et u ∈ L (E) tel que ∥u(x)∥ ⩽ ∥x∥ pour tout x ∈ E. Montrer

E = Ker (u− id )⊕ Im (u− id )

On pourra considérer vn =
1

n

n−1∑
k=0

uk avec n entier non nul.

Corrigé : Soit x ∈ Ker (u− id )∩ Im (u− id ). Posons vn =
1

n

n−1∑
k=0

uk pour n entier non nul. On a

u(x) = x et par suite vn(x) = x pour tout n entier non nul. Par ailleurs, il existe t ∈ E tel que
x = (u− id )(t). Par suite

∀n ∈ N∗ x = vn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

uk ◦ (u− id )(t) =
1

n

n−1∑
k=0

[
uk+1 − uk

]
(t) =

1

n
[un(t)− t]

Comme ∥u(a)∥ ⩽ ∥a∥ pour tout a ∈ E, une récurrence immédiate donne ∥un(x)∥ ⩽ ∥x∥ pour
tout n entier. Ainsi, par inégalité triangulaire
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∀n ∈ N∗ ∥x∥ = ∥vn(x)∥ ⩽
1

n
[∥un(t)∥+ ∥t∥] ⩽ 2∥t∥

n
−−−→
n→∞

0

Ainsi Ker (u− id ) ∩ Im (u− id ) = {0E}

Avec le théorème de rang, on conclut

E = Ker (u− id )⊕ Im (u− id )

Exercice 7 (**)

Soit A partie non vide de R. On dé�nit NA sur K[X] par

∀P ∈ K[X] NA(P) = Sup
t∈A

|P(t)|

Déterminer une condition nécessaire et su�sante pour que NA soit une norme.

Corrigé : Il faut d'abord que l'ensemble {|P(t)| , t ∈ A} admette une borne supérieure �nie.
Si A est non bornée, comme |P(t)| −−−→

t→∞
+∞ pour P non constant, alors la borne supérieure

est in�nie. Si A est bornée, la fonction t 7→ |P(t)| continue l'est aussi sur A d'où l'existence
d'une borne supérieure �nie. L'homogénéité et l'inégalité triangulaire découlent des propriétés
de ∥ · ∥∞,A. Si A est une partie �nie, alors P =

∏
a∈A

(X − a) est non nul avec NA(P) = 0. Il faut

donc que A soit in�nie. Si A est in�nie, pour P tel que NA(P) = 0, il vient P(a) = 0 pour tout
a ∈ A d'où une in�nité de racines pour P ce qui prouve P = 0 et donc la séparation. On conclut

L'application NA est une norme si et seulement la partie non vide A est in�nie et bornée.

Exercice 8 (**)

Soit E un K-ev normé et F un sev de E. Montrer

∀(λ, x) ∈ K× E d(λx,F) = |λ| d(x,F)

Corrigé : Soit (λ, x) ∈ K × E. Si λ = 0, l'égalité est immédiate. Supposons λ ̸= 0. On a pour
y ∈ F

∥λx− y∥ = |λ| ∥x− y/λ∥ ⩾ |λ| Inf
z∈F

∥x− z∥ = |λ| d(x,F)

Passant à la borne inférieure pour y ∈ F, il vient

d(λx,F) ⩾ |λ| d(x,F)

puis d(x,F) = d

Å
1

λ
λx,F

ã
⩾

1

|λ|
d(λx,F)

d'où d(λx,F) ⩽ |λ| d(x,F)

On conclut ∀(λ, x) ∈ K× E d(λx,F) = |λ| d(x,F)
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Exercice 9 (***)

Soient a, b, c et d des réels avec a < b et c < d. On pose

∀P ∈ R[X] N1(P) = Sup
t∈[ a ;b ]

|P(t)| et N2(P) = Sup
t∈[ c ;d ]

|P(t)|

Comparer les normes N1 et N2.

Corrigé : Supposons b > d. On pose Pn = (X − m)n pour n entier avec m = min(a, c). On
trouve

∀n ∈ N N1(Pn) = (b−m)n et N2(Pn) = (d−m)n

Par suite
N1(Pn)

N2(Pn)
=

Å
b−m

d−m

ãn
−−−→
n→∞

+∞

Supposons a < c. On pose Qn = (X−M)n pour n entier avec M = max(b, d). On trouve

∀n ∈ N N1(Qn) = (M− a)n et N2(Qn) = (M− c)n

d'où
N1(Qn)

N2(Qn)
=

Å
M− a

M− c

ãn

−−−→
n→∞

+∞

Les autres cas d > b et c < a s'obtiennent par symétrie des rôles. On conclut

Les normes N1 et N2 sont équivalentes si et seulement si [ a ; b ] = [ c ; d ].

Supposons a = c et b > d. On a

∀P ∈ R[X] Sup
t∈[ a ;d ]

|P(t)| ⩽ Sup
t∈[ a ;b ]

|P(t)|

autrement dit N1 est plus �ne que N2. Les autres situations avec un cas d'égalité entre bornes
se traitent de la même manière. Ainsi

Si a = c ou b = d, alors il existe une relation de �nesse entre N1 et N2.

Exercice 10 (***)

Soit E = R[X]. Pour P ∈ E avec P =
+∞∑
n=0

anX
n, on munit E de ∥·∥∞ dé�nie par ∥P∥∞ = Max

n∈N
|an|.

On dit qu'une suite (Pn)n est de Cauchy si

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀(p, n) ∈ N2 n ⩾ N =⇒ ∥Pn+p − Pn∥ ⩽ ε

On pose ∀n ∈ N Pn = 1 +
n∑

k=1

Xk

k

1. Montrer que (Pn)n est de Cauchy.

2. Montrer que (Pn)n ne converge pas.

Corrigé : 1. Soient n et p entiers non nuls. On a

∥Pn+p − Pn∥ = ∥
n+p∑

k=n+1

Xk

k
∥ =

1

n+ 1
= o(1)

Pour ε > 0, il existe donc un seuil N entier tel que pour n ⩾ N et p entier, on ait ∥Pn+p−Pn∥ ⩽ ε,
c'est-à-dire

La suite (Pn)n est de Cauchy.
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2. Supposons (Pn)n convergente. Il existe alors P ∈ E tel que Pn −−−→
n→∞

P. Notons p = deg P.

Soit n entier. On note αk le coe�cient de degré k de Pn − P. Il vient

∀n ⩾ p+ 1 ∥Pn − P∥ ⩾ Max
k⩾p+1

|αk| =
1

p+ 1

Ceci contredit ∥Pn − P∥ −−−→
n→∞

0 et on conclut

La suite de Cauchy (Pn)n ne converge pas.

Remarque : Un espace dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit complet (il n'est pas
� troué �). Ici, l'espace R[X] n'est pas complet. Un espace vectoriel complet est appelé espace de

Banach.

Exercice 11 (****)

Soit E = Mn(C) et A ∈ E avec Sp (A) ⊂ D(0, 1). Étudier la convergence de la suite (Ap)p.

Corrigé : Soit u ∈ L (Cn) canoniquement associé àA. En considérant Bk = (e1, e2/k, . . . , en/k
n−1)

avec B = (e1, . . . , en) une base de trigonalisation de u et k un entier non nul, on a

∀j ∈ [[ 1 ; n ]] u
( ej
kj−1

)
=

1

kj−1

j∑
i=1

αi,jei = λj
ej
kj−1

+
j−1∑
i=1

ai,j
kj−i︸︷︷︸

−−−−→
k→+∞

0

ei
ki−1

où les λj désignent les valeurs propres de u. Ainsi, en choisissant k su�samment grand, on
peut trouver une base de trigonalisation de u tel que les termes au dessus-de la diagonale soient
inférieurs en valeur absolue à

ε

n
avec ε > 0. On fait ce choix de k et on note A′ = matBk

u,

X = matBk
x et P = matC Bk la matrice de passage de la base canonique C à Bk. On dé�nit

∥A∥ = N(P−1AP) = N(A′) avec ∀M ∈ E N(M) = Sup
∥X∥∞=1

∥MX∥∞

Par suite ∥A∥ = Sup
∥X∥∞=1

Sup
i∈[[ 1 ;n ]]

∣∣∣∣∣ n∑
j=1

a′i,jxj

∣∣∣∣∣ ⩽ Sup
i∈[[ 1 ;n ]]

n∑
j=1

∣∣a′i,j∣∣
Comme A′ est triangulaire et que les termes au dessus de la diagonale sont inférieurs en valeur
absolue à

ε

n
, on a

∥A∥ ⩽ ρ(A) + ε avec ρ(A) = Max
λ∈Sp (A)

|λ|

La quantité ρ(A) est appelée rayon spectral de A. On a choisi une norme subordonnée pour N
d'où

∀(M,N) ∈ E2 ∥MN∥ ⩽ ∥M∥∥N∥
Par récurrence immédiate, on a donc ∥Ap∥ ⩽ ∥A∥p pour p entier non nul. Comme ρ(A) ∈ ] 0 ; 1 [,
on peut choisir ε > 0 tel que ρ(A) + ε ∈ ] 0 ; 1 [ et par conséquent

0 ⩽ ∥Ap∥ ⩽ ∥A∥p −−−−→
p→+∞

0

Par encadrement, on conclut Ap −−−−→
p→+∞

0E

Remarque : Il s'agit en fait d'une équivalence. Pour le sens direct, soit λ ∈ C et X normé (on
normalise un vecteur propre) tel que AX = λX. Ainsi, on a ApX = λpX pour tout p entier d'où
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∀p ∈ N |λ|p = ∥ApX∥ ⩽ ∥A∥p∥X∥

On a |λ|p −−−−→
k→+∞

0 d'où |λ| < 1.

Variante : Si on dispose de la continuité des applications linéaires en dimension �nie, on peut
procéder di�éremment. On dispose de P ∈ GLn(C) telle que

P−1AP = diag(λImλ
+ Tλ)λ∈Sp (A)

avec les Tλ triangulaires supérieures strictes. On pose

B = PDP−1 avec D = diag(λImλ
)λ∈Sp (A) et N = Pdiag(Tλ)λ∈Sp (A)P

−1

Ainsi, on aA = B+N avec B diagonalisable, N nilpotente car semblable à une matrice triangulaire
supérieure stricte et un produit par blocs montre BN = NB. On note ℓ l'ordre de nilpotence de
N. Pour p entier, on obtient avec la formule du binôme

Ap = (B + N)p =
ℓ−1∑
k=0

(
p
k

)
Bp−kNk

On note D = diag(λ1, . . . , λn) avec les λi ∈ D(0, 1) puisque ce sont les valeurs propres de A.
Pour λ ∈ D(0, 1), on a par croissances comparées(

p
k

)
λp−k =

p(p− 1) . . . (p− k + 1)

k!
λp−k ∼

p→+∞

pk

k!
λp−k −−−−→

p→+∞
0

On en déduit
(
p
k

)
Dp−k = diag

Ä(
p
k

)
λp−k
1 , . . .

(
p
k

)
λp−k
n

ä
−−−−→
p→+∞

0E

et pour k ∈ [[ 0 ; ℓ − 1 ]], l'application M 7→ PMP−1Nk étant linéaire en dimension �nie donc
continue, il vient (

p
k

)
Bp−kNk −−−−→

p→+∞
0E

d'où Ap =
ℓ−1∑
k=0

(
p
k

)
Bp−kNk −−−−→

p→+∞
0E
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