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Feuille d'exercices n°28

Exercice 1 (*)

Soit E = R2. Représenter les boules unités fermées pour les normes ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 et ∥ · ∥∞.

Corrigé : On obtient
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Figure 1 � Boules unités ouvertes pour ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 et ∥ · ∥∞

Exercice 2 (*)

Dans Rn, montrer que les pavés ouverts sont des ouverts et que les pavés fermés sont des fermés.

Corrigé : Soit U =
n∏

i=1

] ai ; bi [ avec ai < bi pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]], bornes éventuellement in�nies.

Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, les applications φi : x 7→ xi avec i ∈ [[ 1 ; n ]] sont polynomiales
donc continues. Un intervalle ouvert de R est un ouvert (c'est une boule ouverte) et en écrivant

U =
n⋂

i=1

φ−1
i (] ai ; bi [), comme l'image réciproque d'un ouvert par une application continue est

un ouvert et qu'une intersection �nie d'ouverts est un ouvert, on conclut que U est un ouvert.

Pour F =
n∏

i=1

[ ai ; bi ], on écrit F =
n⋂

i=1

φ−1
i ([ ai ; bi ]). Comme un segment est un fermé (c'est une

boule fermée), que l'image réciproque d'un fermé par une application continue est un fermé et
qu'une intersection de fermés est un fermé, il s'ensuit que F est un fermé. Ainsi

Dans Rn, les pavés ouverts sont des ouverts et les pavés fermés des fermés.

Exercice 3 (**)

Soit E un K-evn et A,B des parties de E avec A ou B ouvert. Montrer que A+B est un ouvert.

Corrigé : Supposons A ouvert. On a A+B =
⋃
b∈B

(b+A). Montrer que pour b ∈ B, on a b+A

ouvert. Soit x ∈ b+A, autrement dit x = b+ a avec a ∈ A. Comme A est ouvert, il existe r > 0
tel que B(a, r) ⊂ A. Par suite, pour y ∈ B(x, r), notant u = y − b− a, on a ∥u∥ < r puis
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y = b+ a+ u ∈ b+ B(a, r) ⊂ b+A

autrement dit B(x, r) ⊂ b+A
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Figure 2 � Ouvert b+A

Ceci prouve que b+A est ouvert pour tout b ∈ B et comme une union d'ouverts est un ouvert,
on conclut

L'ensemble A+ B est ouvert.

Exercice 4 (*)

Soit A une partie de E. Déterminer ∂(E∖ A).

Corrigé : On a

∂(E∖ A) = E∖ A∖ (E∖ A)◦ = (E∖ Å)∖ (E∖ Ā) = (E∖ Å) ∩ (E∖ (E∖ Ā)) = Ā∖ Å

Ainsi ∂(E∖ A) = ∂A

Exercice 5 (**)

Déterminer l'intérieur d'une sphère.

Corrigé : Soit E un K-evn, a ∈ E et r ⩾ 0. Si r = 0, alors S(a, r) = {a} est d'intérieur vide.
Supposons r > 0. Soit x ∈ S(a, r)◦. Il existe ε > 0 tel que B(x, ε) ⊂ S(a, r). On pose

∀n ∈ N∗ xn = a+

Å
1− 1

n

ã
(x− a)

On a xn −−−→
n→∞

x d'où xn ∈ B(x, ε) pour n assez grand et ∥xn − a∥ < ∥x− a∥ = r ce qui prouve

que xn /∈ S(a, r). On conclut

L'intérieur d'une sphère est vide.

Exercice 6 (**)

Soit E un K-evn et A,B des parties de E.

1. Si A ⊂ B, comparer Å avec B̊ et Ā avec B̄.

2. Comparer (A ∪ B)◦ avec Å ∪ B̊ puis (A ∩ B)◦ avec Å ∩ B̊.
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3. Même question pour l'adhérence.

Corrigé : 1. Pour x ∈ Å, il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ A ⊂ B d'où x ∈ B̊. Pour x ∈ Ā, on a
B(x, r) ∩ B ⊃ B(x, r) ∩ A ̸= ∅ pour tout r > 0. Ainsi

Pour A ⊂ B, on a Å ⊂ B̊ et Ā ⊂ B̄.

2. On a A ⊂ A ∪ B et B ⊂ A ∪ B d'où

Å ∪ B̊ ⊂ (A ∪ B)◦

Avec A = ]−1 ; 0 ] et B = [ 0 ; 1 [, on a (A ∪ B)◦ = ]−1 ; 1 [ et Å ∪ B̊ = ]−1 ; 1 [ ∖ {0}. Avec
A ∩ B ⊂ A et A ∩ B ⊂ B, on trouve (A ∩ B)◦ ⊂ Å ∩ B̊. Soit x ∈ Å ∩ B̊. Il existe des boules
ouvertes B(x, r) ⊂ A et B(x, s) ⊂ B. Notant η = min(r, s), on a B(x, η) ⊂ A∩B d'où x ∈ (A∩B)◦.
Ainsi

Å ∩ B̊ = (A ∩ B)◦

Variante : Pour Å ∩ B̊ ⊂ (A ∩ B)◦, on peut remarquer que Å ∩ B̊ est un ouvert inclus dans
A ∩ B d'où l'inclusion souhaitée par maximalité de l'intérieur comme ouvert contenu dans la
partie considérée.

3. Par complémentarité, on obtient

Ā ∪ B̄ = A ∪ B et A ∩ B ⊂ Ā ∩ B̄

Avec A = [−1 ; 0 [ et B = ] 0 ; 1 ], on a Ā ∩ B̄ = {0} tandis que A ∩ B = ∅. On peut aussi
considérer le complémentaire de l'exemple précédent (moins agréable).

Exercice 7 (**)

Soit E un K-evn et F un fermé de E.

1. Montrer que F peut s'écrire comme image réciproque d'un fermé par une application
continue de E dans R.

2. En déduire que F peut s'écrire comme intersection décroissante d'ouverts de E.

Corrigé : 1. On considère φ : E → R+, x 7→ d(x,F). L'application φ est continue car 1-
lipschitzienne et on a

F = φ−1 ({0}) = φ−1 (] −∞ ; 0 ])

2. En s'inspirant du résultat précédent, on pose

∀n ∈ N∗ Un = φ−1
(]

−∞ ; 1
n

[)
Les Un sont des ouverts en tant qu'images réciproques d'ouverts par une application continue.
Puis, on a

+∞⋂
n=1

Un = φ−1

(
+∞⋂
n=1

ò
−∞ ;

1

n

ï)
= φ−1 (] −∞ ; 0 ]) = φ−1 ({0}) = F

La décroissance des Un est évidente et on a donc montré

Tout fermé de E peut s'écrire comme intersection décroissantes d'ouverts.
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Exercice 8 (**)

Soit E un K-evn et F un sev de E.

1. Montrer que F̄ est un sev de E.

2. Montrer qu'un hyperplan est soit dense, soit fermé.

Corrigé : 1. On a 0 ∈ F ⊂ F̄. Soient λ ∈ K et (xn)n, (yn)n dans FN avec xn −−−→
n→∞

x et yn −−−→
n→∞

y.

On a (λxn + yn)n ∈ FN et

λxn + yn −−−→
n→∞

λx+ y ∈ F̄

Ainsi L'ensemble F̄ est un sev de E.

2. Supposons H̄ ̸= H. Soit x0 ∈ H̄∖ H. Comme H est un hyperplan, on a

E = H⊕ Vect (x0) ⊂ H̄ ⊂ E

Ainsi Dans un K-ev, un hyperplan est soit dense, soit fermé.

Exercice 9 (**)

Montrer la continuité de l'application qui à M ∈ GLn(K) associe son inverse.

Corrigé : Il s'agit de l'application dé�nie par

∀M ∈ GLn(K) M−1 =
1

det(M)
Com(M)⊤

Le déterminant est polynomial en les coe�cients de la matrice donc les coordonnées de la co-
matrice également et par conséquent, les coordonnées de l'inverse sont fonctions rationnelles des
coe�cients de la matrice. Par conséquent

L'inverse matricielle est une application continue.

Exercice 10 (**)

Soit E = C 0([ 0 ; 1 ] ,R).

1. Déterminer une norme sur E telle que le produit dans E soit continu.

2. Pour E muni de ∥ · ∥1, le produit est-il continu ?

Corrigé : Le produit E2 → E, (f, g) 7→ fg est une application bilinéaire sur E2 à valeurs dans
E. Ainsi, le produit dans E est continu si et seulement s'il existe C ⩾ 0 telle que

∀(f, g) ∈ E2 ∥fg∥ ⩽ C∥f∥∥g∥

1. Munissons E de ∥ · ∥∞. Soit (f, g) ∈ E2. On a

∀t ∈ [ 0 ; 1 ] |(fg)(t)| = |f(t)| |g(t)| ⩽ ∥f∥∞∥g∥∞

d'où ∥fg∥∞ ⩽ ∥f∥∞∥g∥∞

Par conséquent Dans E muni de ∥ · ∥∞, le produit est continue.

2. Pour n entier, on pose fn : t 7→ tn. On a
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∥f 2
n∥1

∥fn∥21
=

(n+ 1)2

2n+ 1
−−−→
n→∞

+∞

ce qui contredit l'existence d'une constante C ⩾ 0 véri�ant pour tout (f, g) ∈ E2

∥fg∥1 ⩽ C∥f∥1∥g∥1

Ainsi Le produit n'est pas continu dans (E, ∥ · ∥1).

Remarque : L'ensemble (E,+,×, ·) est une algèbre. Le produit × est bilinéaire sur E2 mais
comme l'algèbre E n'est pas de dimension �nie, la continuité n'est pas garantie et il n'y a donc
pas de contradiction.

Exercice 11 (**)

L'application dé�nie de Mn(C) dans C[X] par M 7→ πM est-elle continue ?

Corrigé : On suppose n ⩾ 2. L'application est dé�nie de Mn(C) dans Cn[X] puis deg πM ⩽
degχM = n pour M ∈ Mn(C). L'espace d'arrivée est donc de dimension �nie et le choix de la

norme n'importe pas. Considérons Mp =
1

p
E1,n pour p entier non nul. On a M2

p = 0 et Mp ̸= 0

d'où πMp = X2 et Mp −−−−→
p→+∞

0 avec π0 = X. Ainsi, on a

πMp = X2 ̸−−−−→
p→+∞

X = π0

On conclut L'application M 7→ πM n'est pas continue.

Remarque : Pour n = 1, on a M = (m) et M 7→ πM = X−m est e�ectivement continue (mais
ce cas des matrices scalaires n'est pas très intéressant).

Exercice 12 (**)

On pose A =

ß
1

n
, n ∈ Z∗

™
B = A ∪ {0}

Discuter de la nature topologique des ensembles A et B.

Corrigé : L'ensemble A n'est pas fermé : on a
1

n
−−−→
n→∞

0 /∈ A. Les ensembles A et B ne sont pas

ouverts puisqu'aucune boule ouverte centrée en 1 n'est contenu dans ces ensembles. On pose

∀x ∈ R φ(x) =

{
x sin

(π
x

)
si x ̸= 0

0 sinon

La fonction φ est continue sur R avec et on a B = φ−1({0}) d'où

L'ensemble A n'est ni ouvert, ni fermé et l'ensemble B est fermé, non ouvert.

Exercice 13 (**)

Soit E un K-evn.

1. Soit a ∈ E et r > 0. Montrer Vect (B(a, r)) = E.

2. Montrer que tout sev strict de E est d'intérieur vide.
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Corrigé : 1. Notons F = Vect (B(a, r)). Pour u ∈ B(0, r), on a u+ a ∈ B(a, r) d'où

u = (u+ a)− a ∈ F

autrement dit B(0, r) ⊂ F. Soit x ∈ E∖ {0E}. On a

x =
2∥x∥
r

r

2∥x∥
x︸ ︷︷ ︸

∈B(0,r)

∈ Vect (B(0, r)) ⊂ F

ce qui prouve E ⊂ F. Ainsi Vect (B(a, r)) = E

2. Soit F ⊊ E. Si F̊ ̸= ∅, alors il existe a ∈ F et r > 0 tels que B(a, r) ⊂ F d'où E =
Vect (B(a, r)) ⊂ F ce qui est absurde. On conclut

Tout sev strict de E est d'intérieur vide.

Exercice 14 (*)

Étudier la continuité éventuelle des applications suivantes :

1. f(x, y) =


sin(xy)

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 sinon

2. f(x, y) =


ex − e y

x− y
si x ̸= y

ex sinon

Corrigé : 1. On a ∀x ∈ R∗ f(x, x) =
sinx2

2x2
−−→
x→0

1

2
̸= f(0, 0)

Ainsi f /∈ C (R2,R)

2. On pose ∀t ∈ R φ(t) =


e t − 1

t
si t ̸= 0

1 sinon

Par construction, la fonction φ est continue sur R et on observe que

∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = exφ(y − x)

Par composition de fonctions continues, on conclut

f ∈ C (R2,R)

Exercice 15 (*)

On pose ∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = x2 − xy + y2

Étudier si f admet une limite pour ∥(x, y)∥ → +∞.

Corrigé : Avec l'inégalité xy ⩾ −x2 + y2

2
⇐⇒ (x− y)2 ⩾ 0, on obtient

∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) ⩾
x2 + y2

2
−−−−−−−−→
∥(x,y)∥2→+∞

+∞

Ainsi f(x, y) −−−−−−−→
∥(x,y)∥→+∞

+∞
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Figure 3 � Graphe de z = f(x, y)

Exercice 16 (*)

On pose ∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = (x2 − y2)2 − y3 + xy

Étudier si f admet une limite pour ∥(x, y)∥ → +∞.

Corrigé : On a f(x, 0) = x4 −−−−→
x→+∞

+∞ et f(x, x) = −x3 + x2 −−−−→
x→+∞

−∞

Ainsi La fonction f n'admet pas de limite pour ∥(x, y)∥ → +∞.
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