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Feuille d’exercices n°29

Exercice 1 (**)

Soit E un K-ev normé, a € E et r > 0. Montrer B(a,r) = Bs(a,r).

Corrigé : On a B(a,r) C By(a,r) d’'ot B(a,r) C By(a,r) par fermeture d’une boule fermée.
Soit « € By(a,r). On pose

1
Vn € N* xn:a+<1——>(a:—a)

n
On a clairement x, —— =z et ||z, —a| < ||z — a|| d’ou ||z, — al| < r pour n > 1 ce qui
n—oo

prouve que la suite est a valeurs dans B(a, r). Par caractérisation séquentielle de ’adhérence, on
a By(a,r) C B(a,r) et on conclut

B(a,r) = Bf(a,r)

Exercice 2 (**)

Soit E un K-evn et A C E.
1. Montrer A fermé < 0A CA

2. Montrer A ouvert < ANJA =9

Corrigé : 1. On a 0A = A~ A. Si A est fermé, alors A = A et le sens direct est immédiat. On a
AUOA = A. En effet, soit z € A. Siz € A, alorsz € Adounz € AUJA. Siz ¢ A, alors z € 0A
d’ot € A U A ce qui prouve A C A UOA et l'autre inclusion est immédiate. Par conséquent,
si OA C A, alors A = AUOA = A et on conclut

’Afermé — 8ACA‘

2.0mn a ENA fermé < 90ENA)CENA
Or, on sait que 0A = 9(E . A) d’ou
ExAfermé < 0ANA=0

Ainsi ’A ouvert < ANJA =0 ‘

Exercice 3 (**)

Soit E un K-evn et A, B deux parties non vides de E. On définit d(A,B) = ( %n{f% . |z — yll.
x,y)EAX

Montrer d(A,B) = d(A,B)

Corrigé : On a clairement d(A, B) < d(A, B) puisque A x B C A x B. Soit (a,b) € A x B. Par
caractérisation séquentielle, il existe (a,,), € AN et (b,), € BY telles que a, — a et b, — b.

n—o0 n—oo

Or, on a VneN  d(A,B) <lla, — by



L’application E? — E, (z,y) — x—y est linéaire avec ||z —y| < ||(z,y)|: pour (z,y) € E? d’ou sa
continuité et la norme étant également continue, il vient par passage a la limite d(A, B) < [la—b||
et comme ceci vaut pour tout (a,b) € A x B, par passage a la borne inférieure, on obtient

d(A,B) = d(A, B)

Exercice 4 (***)
Soient A et B deux fermés disjoints de E un K-evn.
1. Trouver f € €(E,R) tel que f|, =0et f|, =1.
2. En déduire qu’il existe des ouverts U et V disjoints tels que A C Uet BC V.

d(z, A)
z,A)+d(z,B)

Corrigé : 1. On pose Ve e E flz) = aq

L’application est bien définie car
d(z,A)+d(z,B) =0 < z€ A=A et 7€B=B

ce qui est impossible puisque A et B sont disjoints. Il s’agit donc d’un quotient de fonctions

continues dont le dénominateur ne s’annule pas. On a clairement f(x) = 0 pour x € A et
d(z, A)

flz) =
d(z,A)

= 1 pour x € B. On choisit donc

d(z,A)
d(z,A) +d(z,B)

2. On pose U = f~'(] 0o;5[) et V.= f7'(]4;+00][). Les ensembles U et V sont ouverts

comme images réciproques d’ouverts par une application continue. On a
AcCf{op c f(J-oos3)=U et BCf ({1} CfH(]gir00)=V

et UnV=f"1(-o00;5[N]5;+00])=f2)=0

Ve e E fz) =

Ainsi ’Il existe des ouverts disjoints U et V tels que A C Uet B C V.‘

Exercice 5 (**)

Soit E un K-evn et A une partie convexe de E. Montrer que A et A sont convexes.
Corrigé :

Soit (a,b) € A2 1l existe r > 0 tel que
B(a,r) C A et B(b,7) C A (on choisit le mi-
nimum des rayons pour chaque boule). Soit
A€ [0;1] et z € B(Aa+ (1 —A)b,7). On pose
u=1x—Aa—(1—X)b. On a donc ||ul| < r. Puis

=X+ (1=ANb+u=ANa+u)+(1—=X\)(b+u)

avec

FIGURE 1 — Intérieur d’une partie convexe
a+u € Bla,r) et b+wueB(br)



On adonc a+u € Aetb+u € Ad’oltx € A par convexité. Ceci prouve que B(Aa+(1-A)b,r) C A.
Soit (a,b) € A% et A € [0;1]. Tl existe (ay), et (b,), a valeurs dans A telles que a,, — a et

. n—oo
b, — b. Par suite

n—oo

Aap + (1= A)b, — da+ (1= A\)beA

n—o0

On conclut Pour A convexe, les parties A et A sont également convexes.

Exercice 6 (***)

Montrer qu'une forme linéaire est continue si et seulement si son noyau est fermé.

Corrigé : Soit ¢ € Z(E,K). Si ¢ est continue, alors Ker ¢ = ¢~ 1({0}) est un fermé comme
image réciproque d’un fermé par une application continue. Supposons Ker ¢ fermé. Si Ker ¢ = E,
alors ¢ = 0 et le résultat suit. Supposons ¢ est discontinue. Pour tout C > 0, il existe z € E tel
que |¢(x)| > Cljz||. On peut donc construire une suite (x,,), vérifiant

VneN  [o(za)| > nllz.ll
En particulier, on a ¢(x,) # 0 du fait de l'inégalité stricte ci-dessus. On pose
Vn € N* Yp = T
p(n)
Pour u € E, on pose Vn € N* Up = u — (u)Yn

La suite est & valeurs dans Ker ¢ et u, —— u. Par fermeture, on obtient u € Ker ¢ et ce pour

n—oo
tout u € E ce qui prouve la nullité de ¢ et contredit sa discontinuité. Ainsi

’Une forme linéaire est continue si et seulement si son noyau est fermé.‘

Exercice 7 (***)

+00
Soit E = {(un), € KN | 3 |u,| converge} muni de la norme ||-||; définie par [jull, = Y |u,| pour

n=0
+00
u € Eet p € Z.(E,R). Montrer qu’il existe un unique (y,,), € K bornée tel que p(u) = > u, ¥y,
n=0
pour tout u € E.

Corrigé : On procéde par analyse/synthése.
+0o

e Analyse : On suppose 'existence de y. Soit k entier et 0 = (0gn)n. On a ©(0) = Y O nln =
n=0

Y- Lasuite y = (yn)n = (¢(9,))n est donc déterminée de maniére unique sous réserve d’existence.

e Synthése : On choisit le y précédemment déterminé. L’application ¢ est linéaire continue
donc lipschitzienne en 0, z.e. il existe C > 0 tel que

Vu € E lo(u)| < Cllu|lx
Ainsi Vn € N [Yn| = |0(6,)] < Cllon]l1 = C

Soit N entier et u € E. La série Y u,y, converge absolument. Par linéarité, on a

N N N N N +00
o (S u) = S otu) = S plnda) = Sipldn) = 3ty —— 3t

n=0

3



Enfin, comme le reste d’une série convergente est de limite nulle, il vient

N
12, udn =l = 22 unllr = S w0

n>N+1 n=N+1  N—+o0
Par continuité, il en résulte o(u) = > unyn
On conclut
+00
Il existe un unique (y,), € KN bornée tel que p(u) = > u,y, pour tout u € E.
n=0

Remarque : L’espace E est habituellement noté ¢*(N) et Pespace des suites bornées noté £>(N).
L’ensemble des formes linéaires continues sur ¢! (N) est appelé dual topologique de ¢*(N) et noté
¢(N). On a démontré précédemment I'égalité

PYNY =~ ()

Exercice 8 (**)
1. Montrer que GL,(K) est un ouvert dense de ., (K).
2. Montrer V(A,B) € #,(K) XAB = XBA

3. Montrer V(A,B) € #,(K) Com(AB) = (Com A) (Com B)

1
Corrigé : 1. Soit M € #,(K). On a M — -1, —— M et comme xy admet un nombre
P p—+oo

fini de racines, on a yu (—) # 0 pour p suffisamment grand ce qui signifie exactement que
p

1
M — -1, € GL,(K) & partir d’un certain rang. On conclut
p

L’ensemble GL,,(K) est dense dans .#,(K).
2. Soit (A, B) € GL,(K) x 4, (K). On a

xaB = det(XI, — AB) = det(A) det(XA™! — B)
= det(XA™! — B) det(A) = det(XTI,, — BA) = xa

Or application M — xy est continue. En effet, on a

VA e K xv = > (o) 1 (X5i,a(i) - mi,a(i))

oES, i=1

donc les coefficients de yy; sont polynomiaux en les coefficients de M. Par densité de GL,(K)
dans #,(K) et continuité de A — xap et A — xpa (continuité des applications linéaires en
dimension finie et de M +— xy), on conclut

V(A,B) € 4, (K)? XAB = XBA

3.0n a YM € GL,(K)  ComM = det(M) (MT)™"

Par suite V(A,B) € GL,(K)? Com(AB) = Com(A) Com(B)

(A,
Par densité de GL, (K) dans .#,(K) qui implique la densité de GL,(K)? dans ., (K)? et conti-
nuité de M — Com(M) et du produit matriciel, on conclut

V(A,B) € A, (K)? Com(AB) = Com(A) Com(B)

4



Exercice 9 (***)

Pour n > 2, on pose A ={z = (xy,...,2,) ER" | Vi#]j x; # xj}
Déterminer A et A,

Corrigé : Dans E=R", on pose ¢;; :E >R, o — 2; —x;pouri € [1;n—1]. On a

A= ) ¢ '®Y)

1<i<y<n
On conclut | L’ensemble A est un ouvert. |
Variante : Notant ¢ = [[ ¢, polynomiale donc continue, on peut aussi écrire A = ! (R*).

1<i<j<n
Soit x = (x1,...,2,) € R™ On pose

1
Vk > 1 x(k):(xgk),...,xglk)):x+E(1,2,...,n)

Soit (i,7) € [1; n]? avec i # j. Si ; = x;, alors pour k > 1, on a

() _ 0 17T 4

. k
Siaz; =xj;,o0na v, —x. ——x;—x;F#0
J k—+oo

d’ou a: 7é x pour k assez grand. Ainsi, la suite (z(*)); est a valeurs dans A & partir d'un

certain rang et z ) ﬁ x. On en déduit R” C A et par conséquent
—+00

A =R"

Exercice 10 (***)

1. Montrer que I’ensemble Z3(C) des matrices diagonalisables de .#,,(C) a valeurs propres
simples est dense dans .#,(C).

2. En déduire une nouvelle démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.

Corrigé : 1. Soit M € .#,(C). On dispose de P € GL,,(C) telle que T = P~'MP est triangulaire.
Définissons la suite de matrices triangulaires (T); par

1
vh>1  Tp=T+ diag(l....n)= (1)

i.j
Considérons les i-émes et j-émes termes diagonaux de Ty avec @ # j. Si t;; = t;;, alors
B _ ) J J_t=J
) ) =t -ty - = 0
(X ) ]{7 253 k ]{7 7&
Siti; #tj,alors ) — ") t”+ -t ‘]7{ i~ 1, # 0

Ainsi, comme il y a un nombre fini de couples (i,j) € [1; n]? avec i # j, en choisissant k
suffisamment grand, on peut garantir que les termes diagonaux de la matrice triangulaire T}
sont deux & deux distincts ce qui, par conséquent, la rend diagonalisable. Il vient par continuité
du produit matriciel

PT,P7! —— PTP ! =M

k—+o00

3



Par conséquent L’ensemble 22(C) est dense dans .#,(C).

2. L’application M — ym(M) = >~ ap(M)M* est continue. En effet, les puissances M — M* sont
k=0

continues (& coefficients polynomiaux en les coefficients de M) et les coefficients M — a;,(M)
sont polynomiaux en les coefficients de M puisque

n

xv = > e(o) ][] (Xéi,o(i) - mi,a(i))

oES, i=1

Considérons M € Z;;(C) et u € £ (C") canoniquement associé. Soit % = (&;)ic[1;n] une base de
diagonalisation de u et Sp (u) = {\;,i € [1;n]}. On a

Vie[l;n] Xu(u)(e;) = O (u—Xid)| o(u—Nid)(g;) =0
ke[ 1;n]~{i}
Ainsi, ’endomorphisme x,(u) s’annule sur une base d’ott
M € Z,(C) xm(M) =0

La fonction nulle et la fonction continue M +— x\(M) coincident sur I'ensemble dense 2:(C)
d’ou

VM € M,(C)  xmu(M)=0

Exercice 11 (***)

Soit E un K-evn.

1. Montrer que pour U,V ouverts, on a
U=V=E = UNV=E
2. En déduire que pour F, G fermés, on a
F=G=0 — (FUG)’=0

Corrigé : 1. Soit z € E et r > 0. On a B(x,r) N U # @. Soit y € B(z,r)NU. On a B(z,r)NU
ouvert comme intersection finie d’ouverts. Par suite, il existe € > 0 tel que B(y,e) C B(z,r)NU.
Comme V =E, on a B(y,e) NV # & et comme B(y,e) C U, il s’ensuit

B(y,e)N(UNV)#2 et Bly,e)N(UNV)C Blz,r) N (UNYV)

Alinsi Vr >0 Bz, )N (UNV) # @

On conclut U=V=E — UnvV=E

2. En considérant U = E N F, V= E \ G et aprés passage au complémentaire, on obtient

F=G=0 — (FUGQ)’=0

Exercice 12 (**%*)
Soit Eun evn et A C E. Un point z € A est dit isolé il existe € > 0 tel que B(z,e)NAN{z} = @.
On note S ={Me.#,R) | M*=1,}

1. Montrer que I,, est un point isolé de .7.

2. Déterminer tous les points isolés de .7 .



Corrigé : 1. On munit .#,(R) de la norme subordonnée. Soit A € . avec A # I,,. Il existe
X € #,,1(R) normé tel que AX = —X. Il en résulte que [|[A —I,|| = 2. On conclut

’Le point I,, est isolé dans .&. ‘

Variante : Supposons que I,, ne soit pas isolé dans .. Alors, on peut trouver une suite (Ay)y €
( ALY telle que Ay — I,,. Pour k entier, la matrice Ay est une matrice de symétrie
— 400

différente de I,, d’ou lexistence de X, € 4, 1(R) tel que AxX; = —Xj;. On munit 4, ;(R) et
on norme les colonnes X;. Ainsi, on a une suite & valeurs dans un compact. Quitte a extraire,

on peut la supposer convergente avec Xy k———> X. Ainsi, on a Ay X, = —Xj, pour tout k entier
—+00

et par continuité du produit matriciel, il vient

ApXy —— [, X=-X avec X#0
k—+00

ce qui est absurde.

2. De la méme maniére, on montre que —I,, est isolé dans .¥. Considérons désormais A point
isolé de . et supposons A # *1,,. Ainsi, il existe P € GL,(R) telle que P"'AP = diag(I,, —1,).
Pour k entier non nul, on pose

Av = Pding(ty, (| YF) e

On vérifie sans difficulté que Ay € .¥ et par continuité du produit matriciel, on a A, k—> A
—+00

ce qui contredit le caractére isolé de A. On conclut

’Les points isolés de . sont * In.‘

Exercice 13 (**%*)

Soit n entier non nul et p € [0; n]. On note R, 'ensemble des matrices de ., (K) de rang > p.
Montrer que R, est un ouvert de .7, (K).

Corrigé : Soit A € R,,. Il existe une matrice de GL,(R) extraite de A. Notons I x J les plages
d’indices de cette extraction et on pose

{ Mp(R) — R
@ .
M = (mivj)lgi,jgn — det (mivj)(i,j)eli

L’ensemble U = ®~1(K*) est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une application
continue car polynomiale. On a clairement A € U et U C R,, puisque pour une matrice de U,
I'extraction sur les indices I x J fournit une matrice de GL,(K). Ainsi, 'ensemble U est un
voisinage ouvert de A inclus dans R,, ce qui prouve que

L’ensemble R, est un ouvert de M, (K).

Remarque : On note A, = {(I,J) C [1; n]*| Card I = Card J = p} et pour (I,J) € A,, on

pose M;j = (mi,j)(i et ©6 P My (K) = K, M — det(My ;). On observe alors

R, = U (Ple (K*)
(LI)eA,

ce qui prouve également I'ouverture de R,.



Exercice 14 (**%*)

Soit E un K-evn et (z,,), € EN. Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de (z,,), est

A= ﬂ X, avec = {xp, k > n}
neN
Corrigé : Soit £ € A. On a Yne N d(¢,X,) =0
d’otl VneN  Ve>0 dk>=n | |o—/{ <e
i VneN I n | lepm — bl < —
uis n n)yzn Tp(n) — X
P b p(n) n+1

On pose p(0) = p(0) puis p(n + 1) = min{p(¢),¢ > ¢(n)} pour n entier. L’application ¢ ainsi
construite est une injection strictement croissante qui vérifie ||z, ) — €| < — pour n entier

non nul ce qui prouve que ¢ est valeur d’adhérence de (u,),. Réc1pr0quement si £ est valeur
d’adhérence de (uy,),, il existe une extractrice ¢ telle que Ty(n) — £. Pour n entier, comme
n—oo

@(n) = n, on a (Tuk))i=n & valeurs dans X, d’ou £ € X,, et on conclut

L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (z,,), est A.

Exercice 15 (**%*)
Soient E, F deux K-evn et f : E — F. Montrer :
fcontinue <= VBCF  f(B)c f(B)

Peut-on remplacer I'inclusion par une égalité ?

Corrigé : Supposons f continue. Soit B C F. Par théoréme, ’adhérence B est fermée et son
image réciproque par f est donc également un fermé. On a clairement f~!(B) C f! (B) et par

conséquent f~1(B) C f! ( ) Réciproquement, soit (x,), € EN avec x, — x. Supposons
n—oo

que f n’est pas continue en z. Il existe donc une extractrice ¢ telle que || f(zom)) — f(2)|| > €

avec € > 0. Posons B = { f(z,(n)),n € N}. On a

Vn € N Tomy € fTHB) et xym —— @

n—oo

Par caractérisation séquentielle, il s’ensuit

ze f~1(B)c f(B)
Autrement dit, il existe ¢ extractrice telle que

f(xcpow(n)) m f(:L’)

ce qui contredit le choix de ¢. On conclut

f continue < VBCF  f-1(B)c f~!(B)

Considérons f : z — xt = max(z,0) qui est continue sur R. On a
f1105400[) =105400[ et fH([0;400[) =R

On ne peut donc pas remplacer I'inclusion par une égalité.



