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FORMULAIRE D’ANALYSE VECTORIELLE

I Champs de vecteurs et champs scalaires

1. Définition d’un champ de vecteurs
C’est une application qui, a tout point M(x,y,z) associe un vecteur a(X,y,z)

Définition d’une ligne de champ : C’est une ligne tangente en chacun de ses points au vecteur
champ

2. Circulation du vecteur champ

Circulation élémentaire : 5.C=a(M)edM
Ce n’est pas a priori la différentielle d une fonction
en coordonnées cartésiennes 6C =a,dx+a dy+a,dz

o
é_‘ en coordonnées cylindriques 6C =a, dr+a,rdé+a,dz
Ma en coordonnées sphériques o6C =a,dr+a,rdd+a,rsin.de

Circulation entre deux points le long d’un trajet :
& j(M Ce=[s5C=[aM)edM
al (o AT A A

A W Dépend a priori du chemin suivi
Circulation le long d’un contour fermé : C. = ﬁ a(M)edM
() 11 faut choisir un sens d’orientation du contour, il détermine le
signe de C.

3. Flux du vecteur champ

Flux & travers une surface élémentaire orientée :
- On oriente dS par le choix de la normale n
ds @,}, T Flux élémentaire de @ atravers dS: d® = a(M) eni(M)dS
M

Flux a wravers une surrace orientée :
< cD:”Sdcbzﬂsa(M)-ﬁ(M)ds
ﬁ ~ 2 signes possibles suivant I’orientation de S

Flux a travers urnie suriace fermée :
S On choisit obligatoirement la normale sortant de la surface

d)zﬁsdtbzﬁsa(M)oﬁ(M)dS

4. Définition d’un champ scalaire

C’est une application V qui, a tout point M(x,y,z) de I’espace associe un réel V(x,y,z).
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I1. Opérateurs différentiels

1. Définition en coordonnées cartésiennes :

Le gradient : Il associe un champ de vecteurs a un champ scalaire

oV oV oV
rad(V) = g, + € + e
grad(v) ox * oy o1

La divergence : Elle associe un champ de scalaires a un champ de vecteurs

da, Ja, Oa,
+ +

div(a) =
ox 2y 01

ou a=(a.a,,a,)

Le rotationnel : Il associe un champ de vecteurs a un champ de vecteurs

o |9 2%
OX la |0y Oz
rot(a) = i/\ a 08 08

oy "oz ox
o 1% |sa, sa

01 ox 2y

Le Laplacien : Il agit soit sur un champ scalaire soit sur un champ de vecteurs

Laplacien scalaire AV = 52\/2 + 52\/2 + 52\/2
ox: oy 0z
Aa,

Laplacien vecteur Ad=|Aa,
Aa,

2. En coordonnées cylindriques :

ﬂ lﬁaz _ﬁag

or r 06 01

10V ’ca, oJa
rad(V)=-— rot(a) = L —2
grad(v) roe @ 01 or

v 10(ra,) 17a,

o1 r or r 206
div(a) =2 2U3) 108, o,

r or r 268 oz
1a[avj 10N o

Laplacien scalaire : AV ==—|r +tS——+t—
ror\ or r-oe- oJz

Laplacien vecteur : Ad= Aa,——4+——=
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3. En coordonnées sphériques :

oV
or
10V
roo
1 oV

rsin@ﬁ_go

grad(v) =

1§(ra) 1

1
rsin @

1

1 é’a¢,

Jsinfa,) oa,
[ 00 g
1 Ja, J(ra,)
sind g or }
1| d(ra,) Ja,
?{7‘%}

|

rot(a)

div(d) ==
@) r: or o6

(,2

rsin0
av=t2

. . r’or
Laplacien scalaire :
1 82

v
or

2 (V)+

sin

Laplacien vecteur :

>
Q)

a(sinfa,) N

]+

rsin@ Jdo

1 oN
: + =
260 ) r’sin?6 7o’
1 oV
r’sin’ 6 J ¢*
2 0Oa,
r’sin@ ogp
208
r’ 00
2 Oa,

L i(sinH

r’sind 20

4 (sme J+
no)-—

a, 2cosf oa,

006
T rZsin26  r’sin?0 op
a 2cosé %Jr

oV

oo

a,—

<!

4. L’opérateur nabla :

grad(v)=V(V)
div(d) =Vea
rot(d) =V Aa

AV) = (V)V

Intérét ;

Inconvénients :
- Danger :

I11. Théorémes fondamentaux

1. Théoreme de Stokes

(4
r’sind r’sin@ dp r?siné op

- Ne « marche » qu’en coordonnées cartésiennes
VeVed?

V.(V e &) = grad(div(a))

(Ve V)(@) = A®@)

La circulation d’un vecteur @ le long d’un contour ferme C est égale au flux de son
rotationnel a travers toute surface S s’appuyant sur C et orientée par C (Le sens choisi pour
orienter C détermine le sens de la normale a S).

—~9
me

§ aedM =[] rot(a) e nds
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2. Théoréme d’Ostrogradski

Le flux d’un champ de vecteurs d a travers une surface fermée S est égale a ’intégrale de
div(d) sur le volume V limité par S.

> e ff.aends = [[[ div@av

IVV. Champ dérivant d’un potentiel scalaire

< Def:  Un champ de vecteurs a dérive d’un potentiel scalaire s’il existe un champ
scalaire V tel que @ = —grad(V)

Théoremes : Un champ de vecteurs & dérive d’un potentiel scalaire ssi
<& 3V /ad=—-grad(V) < rot(d) = 0 < & est & circulation conservative ie vc,§§ca edM =0

Dem partielle:

Propriétes :
* V n’est pas unique, il est défini a une constante pres ( puisque le gradient
d’une constante est nul, V’=V+K convient quel que soit la constante K ).

% * 5.C =d(M)edM = —grad(V) edM = —dV
d’ou C{ =V (A)-V(B), lacirculation de & est indépendante du chemin suivi.

Exemple des forces conservatives :

V. Formulaire

A savoir :

div(rot(a)) =0

O rot(grad(Vv)) =0

A3 = grad (div(d)) - rot(r6t(3))

div(grad(V)) = A(V)

Produit mixte : (a,b,c) =de (b Ac)=(b,c,a) = (c,a,b)
Double produit vectoriel : @A (b AT) = (deC).b—(aeb).C
Donnés :

grad(V.W) =V.grad(W) +W.grad(V)

div(v.a) =V.div(a) +aegrad((v)

div(aAb) = b erot(a) —aerot(b)

rot(v.a) =V.rot(a)+grad(V) A d
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