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Feuille d’exercices n°42

Exercice 1 (**%*)

) ) ) 1 In(t)
Déterminer un équivalent simple de / tnt—l dt.
0 _

Corrigé : Pour n entier non nul, avec le changement de variable u = ", il vient

' In(t 1t -1
/t”ﬁdt——/unLuzdu
o t—1 nJjo  n(l—un)

On a Vue|0;1] n(l—u%):n(l—elnr(zu))—>—ln(u)

n—oo

L’inégalité de concavité 1 —e® < —x pour z réel ne permet pas de conclure. Une autre inégalité
de concavité donne

Vo e[0;1] 1—ov"<n(l—v)

1 —In(u)

L1 ~1
Puis Vuel0;1[  ur 1 , n(w)  —In()
n(l —un) noo

et 0 un TS
n(l—un) 1—-u

La dominante u — est continue sur | 0; 1 [, prolongeable par continuité en 1 et vérifiant

—u
—1 1
—In(w) = 0 <—) d’ou son intégrabilité sur | 0;1[. Par convergence dominée, on conclut
1—u w0 \/ﬂ
1
In(¢ 1
/ tr n(f) dt ~ =
0 t - 1 n—+oo N
1 1
In(t +00
Variante : On a / ) gy / () Stk dt
o t—1 0 k=0

Aprés intégration par parties, on trouve

! +k _ 1
Z/Ot () dt = T

ce qui justifie I'intégration terme a terme d’ou

' n(t) o1 o1
tr——dt =Y = > —
A t—1 kz::()(k + n)2 k:nk2

Par comparaison série/intégrale, on obtient pour n > 2

el e
no Sk T

et on en déduit ’équivalent attendu.



Exercice 2 (***)

"1 t\ "
Déterminer nLHPoo i % (1+ﬁ> dt
Corrigé : On pose
1 t\ "

1) € N* : nt——<1 —) Lo (t
W) €N x]0i00l )= (147)  Tuw(®)

ot

On a vVt >0 w(t) — —

En développant le binéme, on montre

t n
Vn € N* vVt >0 <1+—) =1+t
n

Ainsi V(n,t) € N* x]0;+00] 0 < fult) < Vi + 1)

1 1 1 1

Et cette dominante est intégrable sur |0;+o00 | puisque ———— ~ — et ——— ~ .
& ] [ puisq VEHL+1) 20/t VE(1+1) toroo td

Ainsi, par convergence dominée, on conclut

/n1 <1+t>_ndt—> e
0 \/i n n=oo Jo \/%

Exercice 3 (***)

Vn t n
Déterminer lim (1 - —> eV dt
n—+o0 Jq \/ﬁ
Corrigé : On pose
t n
Vi eN xR (0 = (1-7=) eV, )

Pourt>0etn >t ona

t t t2 1 2
n(t) =€ {nln(l——)—l—t n}—e [n(—————i—o(—))—i—t n}—>e2
L’inégalité classique de concavité In(1 — u) < —u pour u < 1 ne suffit pas puisqu’elle fournit
simplement f,(¢) < 1 pour tout (n,t) € N* x R,, dominante qui n’est pas intégrable. On pose

2

Ve [0;1] h(x):ln(l—x)—l—x—l—%

La fonction h est de classe €' par théorémes généraux avec
2

1
Ve e[0;1] h’(x):—1_$+1+x:—1_x

Pour z € [0; 1], on a clairement h'(x) < 0 et par conséquent h décroit avec h(0) = 0 d’on

2

Ve el0;1] ln(l—x)g—x—%

On en déduit vt >0 0< fu(t) <e =



. _t2 < -,
La dominante t — e~ = est intégrable sur R, et par convergence dominée, on conclut

\/ﬁ t n +00 .2
/ (1——) etV e~z dt
0 NG

n n—oo  Jq

Remarque : On verra lors de I'étude des séries entieres qu’on dispose de I'égalité

+OO$7’Z 1;2 +oo$n
i —1:1 n(ll—2)=-S""—= 92— — — il
re|—-1;1] n(l—x) n;ln T 25
12 +00 7
Ainsi Ve e[0;1] ln(l—x)—irx—l—?:—Z—gO
n=3 T

d’ou le choix précédent pour la dominante.

Exercice 4 (****)

Soient les suites réelles (a,), et (b,), définies par ag = a, by = b avec a > b > 0 et
ay + by,

Any1 = 9 et bn+1 = anbn
+00 dt
On pose I(CL, b) - . \/(a2 T t2)<b2 + t2>
1. Montrer Vn € N b, < a,

En déduire la monotonie des suites (a,), et (b,), puis leur convergence vers une limite
commune notée M(a, b).

2. Justifier la convergence de l'intégrale 1(a, b).

1
3. Avec le changement de variables t = 3 <u — a_b)) établir
U

I(G;ﬁvagzdmﬁ)

™

4. Montrer I(a,b) = M(a D)
a?

Corrigé : 1. Les suites (a,), et (b,), sont positives par récurrence immédiate. Pour (x,y) € R?,
on a les équivalences

2
x;—y > Ty = (x—é—y) >ay < (v—y)?*=0

En appliquant 'inégalité de gauche pour (z,y) = (an, by), il s’ensuit

VneN b, <ay

, a, —b
puis Ung1 — Gp = — 5 <0 et by = Vanb, = /b2 =b,
Ainsi La suite (a,), décroit et la suite (b,), croit.

La suite (a,,), est décroissante minorée, la suite (b,,), est croissante majorée. Par limite monotone,

ces suites sont convergentes et notant £ = lim a, et ' = lim , il vient
n—+oo n—+oo

3



n+ b C+ 0
g =2t (=0
2 n—o0 2
Ainsi a, — M(a,b) et b, — M(a,b)
n—00 n—00

Remarque : Cette limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique ou aussi
moyenne de Gauss.

1
2. On pose VteR f(t) =
N CERICERD
1
On a f € €(R,R), paire et f(¢) = O (t_2> Par comparaison et critére de Riemann, on
—+00
conclut

L’intégrale I(a, b) converge.

1 b
3. On pose Yu > 0 o(u) = 3 (u _ a_)
u

L’application ¢ réalise une bijection croissante de €' de ]0;+o0[ sur |0;+o00[. Tous calculs
effectués, d’aprés le théoréme de changement de variables, les intégrales

+o0o
2 dt ot I(a—i—b’@)
o /(a2 + )+ 12) 2

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. Par parité de 'intégrande, on
conclut

1(“?’,@) — 1(a, b)

Remarque : Le changement de variable non trivial utilisé plus haut est appelé transformée de
Landen.

4. D’apres la relation précédemment établie, on a

Vn €N I(a/n, bn) = I(an+1, bn+l)

1
On pose V(n,t) e N xR n(t) =
' " 0 Vi(aZ + )02 +12)
On a
1 1
Vt e R Lt N t V(n,t) eENxR 0< f,(t) < ——
€ f(>n%oo M(&,b)+t2 € (7’L )6 X f() b2+ 2
1
Comme t +— e est intégrable sur R, on obtient par convergence dominée
+00 +0o0 dt 1 |: ( t ):|+oo
Lan, by) = W(t) dt —— = Arct
(anba) = | D=2 S M) 0 N )]
On conclut I(a,b) = T
" M(a, b)




Exercice 5 (**)

. T ¢in(t +oo ]
Etablir / Si“( Jar= 3
0 et —1 n=1 n? +1
Corrigé : L’intégrande est continue par morceaux sur |0;+00 [ et on a
sin(t sin(t)e " oo +00
Vi > 0 ( ) _ ( ) — Sin(t)e—tze—nt — Z sin(t)e_(”H)t
el —1 l1—e n=0 n=0

+00
L’intégrale / te =+ d¢ converge et aprés intégration par parties, on trouve
0

+o00o 1

vneN / te~ I dt = ———
0 (n+1)
Avec l'inégalité classique |sin(¢)| < ¢ pour t réel, on a par comparaison la convergence absolue
+00

de T'intégrale |sin(t)| e =™+ d¢ pour n entier avec

0
1

+00 +00
Vn € N / sin(t)| e (Dt qt < / te~ (Dt qp = — —
i [sin(t)] i CFSIE

et on en déduit la convergence de la série ) / |sin(t)| e =Vt dt. D’aprés le théoréme d’inté-

dt avec

. . 20 sin(t)
gration terme & terme, on obtient la convergence absolue de
o © —

sin(¢) oe (n &= —(n
/0 . dt /o (Z sin(t)e~ +1)t> dt = nz::o ) sin(t)e ("1t d¢

Par convergence absolue, on peut écrire
oo +oo
T N )
0 0
I ( ! ) 1
= 11m —
(n+1)—i/ (n+1)2+1

20 gin(t) o ]
O lut dt =

Exercice 6 (***)

n __ 42n

1—-1

du.

1
. . u—1
dt pour n entier, déterminer la valeur de /

o In(u)
Corrigé : Pour n entier, I'intégrande est continue sur [0; 1 et prolongeable par continuité en 1
donc intégrable sur [0;1[. On observe

1
En considérant /
0

tn_th
— 0
1—¢t n—o

Vie [0;1]

Toutefois, aucune dominante intégrable indépendante de n ne semble se dévoiler. Pour n entier
non nul, transformons l'intégrale avec le changement de variables u = ¢". On obtient (intégrales
de méme nature donc convergentes et par conséquent égales)

1 2 1 2 1
tn — ¢ - 1-
/ dt:/ i du:/ — it du

3




Or Vue|0;1] n(l—u%):n(l—elng))—>—ln(u)

n—oo
1-— -1
D’ou Yue]0;1] ul wn 4

n(l—un)  nooo In(u)

Avec I'inégalité 1 — v™ < n(1 —v) pour v € [0;1], il vient
1—

Vue]0;1] Og—uluﬁgl

n(l—uw)

La dominante est clairement intégrable sur | 0; 1 et par convergence dominée, on conclut

T — g2n "u—1
/ dt / Y du
o 1—t n—oo  Jo In(u)

On peut procéder trés différemment. On a

tn_th 1 1_t2n n—1 2n—1 2n—1

Vte[0;1] T STt 1o _—Zt’f Ztk Zt’f

k=

Lyn _ 42n 12nil . 2nil 1 . 2n—1 | i 1
Par suite / dt = thdt = thdt = — =
o 11—t 0 k=n k=n Jo = k+1 Sk +n

On reconnait alors une somme de Riemann avec
14n 2n 1
th —t dt
/ LS [ 15 =
o 1—t N = 11+—n—>oo o 1+1

1 J—
On conclut / u—1 du=1n2
0 ln(u)

Exercice 7 (***)

1
tTl
Déterminer la nature de la série de terme général / dt.
o L+t+.. . +tn!

1
t"(1—t
Corrigé : On a VneN L, :/ 1(—t”)dt
0 _

Soit n entier non nul. Avec le changement de variables u = t", on obtient

1 ("1 —un
In:—/ uu%du
nty 1—u

Inu

1
1—un l—en —Inu

Un =N Un
1—u 1—u n—oo 1 —u

On a Vue]0;1] n

et avec 'inégalité de convexité 1 —e® < —x pour tout x réel, on obtient

Inu
1—en —1
Vue|0;1] 0<n € un < n
1—u 1—u

La dominante u est continue sur | 0; 1], prolongeable par continuité en 1 et vérifiant

Inu . . . .
=0 (—) d’ou son intégrabilité sur | 0;1[. Par convergence dominée , on en déduit

1 —u u—0 \/ﬂ



1
—1
n?l, \/ Y
n—oo 1—u

Ainsi La série ) /

IR dt converge.

Remarque : D’aprés I'inégalité arithmético-géométrique, on a

1”1 n—1 n—1 -1
"Htk< Ztk et "Htk tw Xtk = 43

1
D’ou Vn € N Oglng—/m@lt:
0

Le résultat suit par comparaison.



