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Feuille d'exercices n°41

Exercice 1 (***)

Déterminer lim
n→+∞

∫ n

0

ln(t)

Å
1 +

t

n

ã−n

dt

Exercice 2 (***)

On pose ∀n ∈ N∗ un =

∫ 1

0

dt

1 + t+ . . .+ tn−1

Déterminer un développement asymptotique à trois termes de un par rapport à
1

n
pour n → +∞.

Exercice 3 (***)

Déterminer lim
n→+∞

∫ n

0

cos

Å
t

n

ãn2

dt

Exercice 4 (**)

Soit (n, x) ∈ N∗ × ] 0 ; +∞ [. On pose

un(x) =
n!

n∏
k=1

(x+ k)
Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt In(x) =

∫ n

0

tx−1

Å
1− t

n

ãn
dt

1. Justi�er que Γ(x) est bien dé�nie pour x > 0.

2. Montrer ∀x > 0 In(x) −−−→
n→∞

Γ(x)

3. En déduire un équivalent simple de un(x) pour x > 0 quand n → +∞.

Exercice 5 (**)

Montrer
∫ +∞

0

1− cos(t)

e t − 1
dt =

+∞∑
n=1

1

n(n2 + 1)

Exercice 6 (***)

On pose ∀(p, q) ∈ N2 Ip,q =

∫ 1

0

tp(1− t)q dt

1. Pour (p, q) ∈ N2, déterminer une expression de Ip,q avec des factorielles.

2. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série
∑ 1

(2n+ 1)
(
2n
n

) .
1



Exercice 7 (***)

On pose ∀(n, p) ∈ N2 an =

∫ π
2

0

tp cos(t)n dt et Ip =

∫ +∞

0

tpe− t2

2 dt

1. Justi�er la convergence de l'intégrale dé�nissant Ip pour p entier.

2. Établir n
p+1
2 an −−−→

n→∞
Ip

Exercice 8 (****)

On pose ∀n ⩾ 2 un =

∫ +∞

0

dt

1 + tn

1. Justi�er que la suite (un)n est bien dé�nie puis déterminer un développement asympto-
tique à trois termes pour n → +∞.

2. Montrer la convergence de la série
∑

(un − 1) puis déterminer un équivalent simple de
son reste d'ordre n.

Exercice 9 (****)

On rappelle l'existence de la constante γ d'Euler dé�nie par

γ = lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k
− ln(n)

Justi�er l'existence et calculer
∫ +∞

0

ln(t)e−t dt.
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