ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille d’exercices n°45

Exercice 1 (**%*)

On pose V(n,z) € N* xR, fulz) = (1 + £>_
n
1. Montrer que (f,,) converge simplement vers une fonction f avec f, > f.
) 12
2. Etablir V>0 t— 5 <In(l1+1¢) <t

En déduire la convergence uniforme de (f,,) sur [0;a] avec a > 0.

3. Montrer que la convergence uniforme a lieu en fait sur R,.
Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On a pour x > 0

(@) = ¢ -n(+) _ on(itol(d) _ gorsat) —_y oe

n—oo
Par concavité, on a In(1 + u) < u pour u > 0 d’ou

—x

38

Ve >0 fo(z) = e_”ln(H%) >e "n=e¢

Ainsi

La suite (f,,), converge simplement vers f avec f, > f pour tout n
entier non nul avec f(x) =e~" pour tout x > 0.

2. Soit h définie sur R, par h(t) = In(1 +¢) pour t > 0. On a h € €*(R,,R) avec

1 1
vVt >0 WMit)= — e A(t)= ———
®) 1+t © (t) (1+1)?
On en déduit |h"(t)] < 1 pour ¢t > 0 et d’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange
t2
vVt >0 |ln(1+t)—t|<§
2

d’ou YVt >0 t—— < In(l+1%)

2
En complétant avec I'inégalité de concavité, on conclut

t2
Vi >0 t—Egln(1+t)<t

I2 a2
On en déduit Ve >0 e " < fulz) <e e Le e
a2 (LQ
d’ou 0< fulz) — flx) <e ™ (eﬁ—1><e%—1
Ainsi La suite (f,,), converge vers f uniformément sur [0;a] avec a > 0.

3. Les fonctions f,, et f sont bornées. Pour a > 0, on a

Ve 20 | fu(z) = f(2)] < || f — fHOO,[O;a] + [ fn — f||00,[a;+oo[

1



Comme les fonctions f,, décroissent, on trouve

Veza o |fo(z) = f2)] = fulz) = f(2) < folz) < fula) = fola) = fla) + f(a)

Pour € > 0, on peut choisir a > 0 tel que f(a) < € puis un seuil N tel que pour n > N, on ait
fn(a)_f(a> <e et an_fHOO,[O;a} <€

Ainsi Vn>=N Vx>0 |fu(z) — fx)] < 3¢

Finalement La suite (f,), converge uniformément vers f.

Exercice 2 (**%*)

Soit f € €(R,,R) avec f non nulle et telle que f(0) =0 et f(x) — 0. On pose

T—+00
V(n,z) € N* x R, fulz) = f(nz) et g,(z)=f (%)
Etudier les modes de convergence de (f,)n, (gn)n PUiS (frgn)n-
Corrigé : Pour z > 0, on a nx —— +oo d’ou f,,(z) = f(nz) —— 0 et f,(0) = 0 pour n entier
n—00 n—00

d’ou la convergence simple de (f,),>1 vers la fonction nulle. Comme f # 0, il existe xg > 0 tel

T
que f(zo) # 0. Avec x,, = =% pour tout n > 1, on a
n

Soit @ > 0. Pour € > 0, comme f(x) —— 0, on a |f(x)| < € pour x > A donc pour n assez
T—>+00

grand, il vient

Yu = na |f(u)| <e
d’on Veza  [fu(x)] = |f(ne)] <e
autrement dit | fulloo,fas+00] —— O

n—oo

On conclut

La suite (f,),>1 converge simplement vers la fonction nulle, pas
uniformément sur R, mais uniformément sur [a;+oco [ avec a > 0.

Pour z > 0, on a g,(z) = f (E) —— f(0) = 0 ce qui prouve la convergence simple de (g,)n>1
n n—00

vers la fonction nulle. Avec y,, = nxy pour n entier non nul, on a
n(yn) = f(x0) —/= 0

Soit a > 0. Pour € > 0, comme f(z) — 0, on a |f(z)| < e pour z € [0;7n] avec n > 0 donc
z—

pour n assez grand, il vient

Vu< T [f()l<e
n
T
d’ou Vo e [0;a] ]gn(a:)|:‘f (—)‘ée
n
autrement dit l9nllso,j0:a] —— O
n—oo



On conclut

La suite (g,)n,>1 converge simplement vers la fonction nulle, pas
uniformément sur R, mais uniformément sur [0;a] avec a > 0.

D’aprés ce qui précéde, la suite (f,g,)n>1 converge simplement vers la fonction nulle. Soit £ > 0.
On dispose d’un seuil N entier tel que

Vn > N VUE[O;%] lf(u)| <e et Yo=n If(v)] <e
Puis, on a pour n entier non nul
1fngnlloe < 1 fngnlloc o) + 1 fagnlloo 1400
d'oit Vn =N [fagnllscion) S ellflle et [[fgnllooiiror < ellfllo

Par conséquent Vn > N | fagnlloo < 26| flo

majorant qui peut étre rendu arbitrairement petit et on conclut

La suite (f,gn)n>1 converge uniformément vers la fonction nulle.

Exercice 3 (***)

Soit (P,),, une suite de polynomes réels.

1. On suppose que (P,,), converge uniformément vers une fonction f sur R. Montrer que f
est polynomiale.

2. On suppose que (P,), converge uniformément vers une fonction f sur tout segment de
R. Le résultat précédent persiste-t-il 7

Corrigé : 1. 1l existe un entier N tel que ||P,, — f|loc < 1 pour n > N. Alors, pour n > N, on a
||Pn - PNHoo < HPn - f“oo + ||f - PNHoo <2
Ainsi, le polynéme P,, — Py est borné donc constant d’ou P,, — Py = «,, pour tout n > N. Puis

P,—-Pyn——f—Px e P,—Pyn=a,——a

n—oo n—oo

Par unicité de la limite, il s’ensuit que f = o + Py et on conclut

’La fonction f est polynomiale. ‘

2. Une telle fonction est clairement continue sur R. Soit f € €°(R,R). Soit n entier non nul.
D’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe P,, € R[X] tel
1
||Pn - f”oo,[—n;n] < —
n

La suite de polyndmes ainsi construite converge uniformément vers f sur tout segment puisque
tout segment est inclus dans [—n;n] a partir d’un certain rang. On conclut

’Les fonctions solutions sont exactement les fonctions continues sur ]R.‘




Exercice 4 (***)

Pour n entier non nul et f € €°([0;1],R), on pose

Sn(f):/ol (/;(/;f(%ilx) dx1> dxg...> dz,,

1. Soit r = 0 et f(x) =e™ pour x € [0;1]. Montrer qu'il existe a € [0;1] tel que
S,(f) — f(a)

2. Soit f définie par f(z) = P(e®) pour x € [0;1] avec P € R[X]. Montrer
S.(/) — f(a)

3. En déduire que pour f € €°([0;1],R), on a
Sn(f) —— f(a)

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On suppose r > 0. Par propriété fondamentale de I'exponen-

tielle, on trouve
1 1
Sn(f):/ (/ ) ( Hen”dxl) dxz...) dz,,
0 0 o "’

On intégre successivement en x1, xo, ... Il s’ensuit
1 n nan
Su(f) = ) = (2) (eF =) =exp o (< (L) et 411 —eh))]
(f) (/Oe m) . (e ) exp |n nn+ne +1In(l —e™n)
u2
Avec le développement usuel ev=1+u+ 5+ o(u?)

on obtient Sn(f) = exp {” <_ln (%) +£+1D (% B ZT_;+O(; >>>}
= exp {r+nln (1— %Jro(i))}

Le développement usuel In(1 — u) = u + o(u) donne S, (f) = exp [r - g + 0(1)} et on conclut

() 2 (3)

Remarque : Le résultat vaut encore pour r = 0.

2. Soit n entier non nul. Par linéarité de I'intégrale, I'application S,, est une forme linéaire sur
%°([0;1],R) et par combinaison linéaire, on obtient

1
VP € RIX] Sp(P oexp) —— Poexp <§>

n—oo
3. Soit n entier non nul. Posons ¢(t) = f(Int) pour t € [1;e]. Pour ¢ > 0, le théoréme de
Weierstrass garantit 1’existence de P. € R[X] tel que
vie[lie]  |P(t) —g(t)| <e

Par suite, notant x = Int, il vient



Ve e [0;1] |P.(e®) — f(x)] < e
Par commodité, on confond polynéme et fonction polynomiale. Notant ¢. = P, o exp, il suffit
alors d’écrire, par linéarité de S,, et par inégalité triangulaire,

Su(f) — f (%)' = [Su(f — @) + Su(¢:) — ¢ (%) + ¢ <1> —f (%)‘

<180 = 0l + 8ut0 =6 (3)| +|o- (5) - £ ()

En appliquant n fois 'inégalité triangulaire, on a |S,(f — ¢.)| < e. D’aprés le résultat de la
question précédente, on peut trouver un seuil N tel que !S (pe) — gbg(%){ < e. Par conséquent,
on a montré

Ve >0 NeN | vneN n>2N =

S.(f) — (%)\ <3

On conclut Su(f) — f <1>

n—00 2

Remarque : On a démontré un cas particulier de la loi faible des grands mombres pour des
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur [0; 1], & savoir

E {f (%léXl)} — f(E(X)) avec X~%pa) et E(X)= /Olsc dz

n—o0

Exercice 5 (**)
Soit f € €°([a;b],R) et a < a; <ag <...<a,<b Montrer

3(P,), € RIXN {Pn — f uniformément sur [a;b]

Pn(ak) = f(ak) Vk € [[1 ; pﬂ

Corrigé : D’aprés le théoréeme de Weierstrass, il existe (Q,), suite de polynomes tels que
1Qn = flle ——0
n—oo

On note (Ly)ke1;p7 les polynomes de Lagrange associés a (ay,...,a,) et on pose

VneN P,=Q,+ kZp:l [f(ar) — Qn(ar)] L

Il s’agit bien d’une suite de polynémes et on a

vie[l;p]  Pu(a) = Qula) + z [F(ar) — Qulax)] Li(as)
=04,k

= Qunla;) + f(a;) — Qula) = f(a)

p
Enfin IPr = flloo < [1Qn = flloo + kz_jluf =~ Qulloo % il — 0
Ainsi 3(P,), € RIX]Y {Pn — f uniformément sur [a;b]
P.(ax) = flar) Vke[1;p]




Exercice 6 (****)

On note Na(P) = Sup |P(¢)| pour P € R[X] avec A une partie non vide de R.
teA

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N, soit une norme sur

R[X].

On considére A et B des parties infinies compactes de R distinctes.

d(z, A
Pour n entier, on pose f,(zr) = n(—) pour = € R avec zg € B\ A.
d(l’o, A)
2. A T’aide de la fonction f, avec n entier, montrer que N et Np ne sont pas des normes
équivalentes.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que N, et Ny soient
équivalentes.

4. Généraliser le résultat précédent pour A et B des parties de R vérifiant la condition
obtenue & la premiére question.

Corrigé : 1. Supposons A finie non vide. Alors le polynome P(X) = [ (X—\) vérifie No(P) =0
AEA
bien que P # 0 puisque deg P > 0. Supposons A non bornée. Alors, 'ensemble {|t|,t € A} est

non borné et on ne peut donc définir N (X). Ainsi, il est nécessaire d’avoir A infinie et bornée.
Veérifions le caractére suffisant de ces propriétés. Soit P € R[X]. I’image d’une partie bornée par
une application continue est bornée donc {|P(t)|,¢ € A} est une partie non vide bornée de R
qui admet donc une borne supérieure. Ainsi, la quantité N (P) est bien définie. Puis

NA(P)=0 = ViecA P{)=0

Ainsi P admet une infinité de racines ce qui implique qu’il s’agit du polynéome nul. Les autres
propriétés de norme étant vérifiées sans difficultés, on conclut

N4 est une norme sur R[X] <= A est une partie bornée et infinie de R

2. Fixons n entier. Soit un segment [« ; 3] contenant A UB. D’aprés le théoréme de Weierstrass
appliqué a f, continue sur R donc en particulier sur [« ; 3], on dispose P, € R[X] tel que
|Pr = falloo,fa;s] < 1. D’oti, par définition de f, et par choix de [a; 3]

||Pn - anoo,A = NA(Pn) < ||Pn - fn‘|w7[a;ﬁ] <1l et HPn - fn”oo,B < HPn - anoo,[a;ﬁ] <1

Par inégalité triangulaire inverse, on obtient
NB(Pn) = Hpn”oo,B > H|Pn - anOO,B - ||anOO,B| > ”anqu —1>2n-1

Na(P,) - 1
Ng(P,) n—1 n—oo

Ainsi Vn > 2 0

S’il existe xg € B . A, les normes N, et Ny ne sont pas équivalentes.

Variante : On peut aussi fixer n = 1 et agir sur la qualité d’approximation fournie par le
théoréme de Weierstrass. On a

Vee]0;1[  FP.eR[X] | [[Pc— fillcjais) <€
En procédant comme ci dessus, on obtient

Na(P:) <e et Np(P.)>1-¢

dot Na(Pe) =0 et Np(P.) /=0
e—

e—0
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ce qui contredit 1’équivalence des normes.

3. On en déduit que si Nj et Ng sont équivalentes, alors B C A et par symétrie des roles A C B.
La réciproque est immédiate et on a donc montré

Pour A et B parties compactes infinies de R Nao~Npg <= A= B‘

4. Comme A C A, il s’ensuit Ny < Nj. Soit P € R[X]. Pour a € A, il existe (a,), a valeurs dans
A telle que a,, — a. Par continuité de t — |P(¢)|, il vient

[Plan)] — [P(@)] et [P(a,)] < Na(P)

d’ou Va € A IP(a)] < No(P)

Par conséquent, on a N5 < Nj et donc Ny = Nz et de méme avec B. Les parties A et B étant
infinies, bornées et fermées donc compactes, il s’ensuit d’aprés le résultat qui précéde

Pour A et B parties bornées infinies de R Na=Nz~Ng=Np < A=B




