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Feuille d'exercices n°45

Exercice 1 (***)

On pose ∀(n, x) ∈ N∗ × R+ fn(x) =
(
1 +

x

n

)−n

1. Montrer que (fn) converge simplement vers une fonction f avec fn ⩾ f .

2. Établir ∀t ⩾ 0 t− t2

2
⩽ ln(1 + t) ⩽ t

En déduire la convergence uniforme de (fn) sur [ 0 ; a ] avec a > 0.

3. Montrer que la convergence uniforme a lieu en fait sur R+.

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On a pour x ⩾ 0

fn(x) = e−n ln(1+ x
n) = e−n( x

n
+o( 1

n)) = e−x+o(1) −−−→
n→∞

e−x

Par concavité, on a ln(1 + u) ⩽ u pour u ⩾ 0 d'où

∀x ⩾ 0 fn(x) = e−n ln(1+ x
n) ⩾ e−n x

n = e−x

Ainsi

La suite (fn)n converge simplement vers f avec fn ⩾ f pour tout n
entier non nul avec f(x) = e−x pour tout x ⩾ 0.

2. Soit h dé�nie sur R+ par h(t) = ln(1 + t) pour t ⩾ 0. On a h ∈ C 2(R+,R) avec

∀t ⩾ 0 h′(t) =
1

1 + t
et h′′(t) = − 1

(1 + t)2

On en déduit |h′′(t)| ⩽ 1 pour t ⩾ 0 et d'après l'inégalité de Taylor-Lagrange

∀t ⩾ 0 |ln(1 + t)− t| ⩽ t2

2

d'où ∀t ⩾ 0 t− t2

2
⩽ ln(1 + t)

En complétant avec l'inégalité de concavité, on conclut

∀t ⩾ 0 t− t2

2
⩽ ln(1 + t) ⩽ t

On en déduit ∀x ⩾ 0 e−x ⩽ fn(x) ⩽ e−xe
x2

2n ⩽ e−xe
a2

2n

d'où 0 ⩽ fn(x)− f(x) ⩽ e−x
(
e

a2

2n − 1
)
⩽ e

a2

2n − 1

Ainsi La suite (fn)n converge vers f uniformément sur [ 0 ; a ] avec a > 0.

3. Les fonctions fn et f sont bornées. Pour a > 0, on a

∀x ⩾ 0 |fn(x)− f(x)| ⩽ ∥fn − f∥∞,[ 0 ;a ] + ∥fn − f∥∞,[ a ;+∞ [
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Comme les fonctions fn décroissent, on trouve

∀x ⩾ a |fn(x)− f(x)| = fn(x)− f(x) ⩽ fn(x) ⩽ fn(a) = fn(a)− f(a) + f(a)

Pour ε > 0, on peut choisir a > 0 tel que f(a) ⩽ ε puis un seuil N tel que pour n ⩾ N, on ait

fn(a)− f(a) ⩽ ε et ∥fn − f∥∞,[ 0 ;a ] ⩽ ε

Ainsi ∀n ⩾ N ∀x ⩾ 0 |fn(x)− f(x)| ⩽ 3ε

Finalement La suite (fn)n converge uniformément vers f .

Exercice 2 (***)

Soit f ∈ C (R+,R) avec f non nulle et telle que f(0) = 0 et f(x) −−−−→
x→+∞

0. On pose

∀(n, x) ∈ N∗ × R+ fn(x) = f(nx) et gn(x) = f
(x
n

)
Étudier les modes de convergence de (fn)n, (gn)n puis (fngn)n.

Corrigé : Pour x > 0, on a nx −−−→
n→∞

+∞ d'où fn(x) = f(nx) −−−→
n→∞

0 et fn(0) = 0 pour n entier

d'où la convergence simple de (fn)n⩾1 vers la fonction nulle. Comme f ̸= 0, il existe x0 > 0 tel

que f(x0) ̸= 0. Avec xn =
x0

n
pour tout n ⩾ 1, on a

fn(xn) = f(x0) ̸−−−→
n→∞

0

Soit a > 0. Pour ε > 0, comme f(x) −−−−→
x→+∞

0, on a |f(x)| ⩽ ε pour x ⩾ A donc pour n assez

grand, il vient

∀u ⩾ na |f(u)| ⩽ ε

d'où ∀x ⩾ a |fn(x)| = |f(nx)| ⩽ ε

autrement dit ∥fn∥∞,[ a ;+∞ [ −−−→
n→∞

0

On conclut

La suite (fn)n⩾1 converge simplement vers la fonction nulle, pas
uniformément sur R+ mais uniformément sur [ a ; +∞ [ avec a > 0.

Pour x ⩾ 0, on a gn(x) = f
(x
n

)
−−−→
n→∞

f(0) = 0 ce qui prouve la convergence simple de (gn)n⩾1

vers la fonction nulle. Avec yn = nx0 pour n entier non nul, on a

gn(yn) = f(x0) ̸−−−→
n→∞

0

Soit a ⩾ 0. Pour ε > 0, comme f(x) −−→
x→0

0, on a |f(x)| ⩽ ε pour x ∈ [ 0 ; η ] avec η ⩾ 0 donc

pour n assez grand, il vient

∀u ⩽
a

n
|f(u)| ⩽ ε

d'où ∀x ∈ [ 0 ; a ] |gn(x)| =
∣∣∣f (x

n

)∣∣∣ ⩽ ε

autrement dit ∥gn∥∞,[ 0 ;a ] −−−→
n→∞

0
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On conclut

La suite (gn)n⩾1 converge simplement vers la fonction nulle, pas
uniformément sur R+ mais uniformément sur [ 0 ; a ] avec a ⩾ 0.

D'après ce qui précède, la suite (fngn)n⩾1 converge simplement vers la fonction nulle. Soit ε > 0.
On dispose d'un seuil N entier tel que

∀n ⩾ N ∀u ∈
ï
0 ;

1

n

ò
|f(u)| ⩽ ε et ∀v ⩾ n |f(v)| ⩽ ε

Puis, on a pour n entier non nul

∥fngn∥∞ ⩽ ∥fngn∥∞,[ 0 ;1 ] + ∥fngn∥∞,[ 1 ;+∞ [

d'où ∀n ⩾ N ∥fngn∥∞,[ 0 ;1 ] ⩽ ε∥f∥∞ et ∥fngn∥∞,[ 1 ;+∞ [ ⩽ ε∥f∥∞

Par conséquent ∀n ⩾ N ∥fngn∥∞ ⩽ 2ε∥f∥∞
majorant qui peut être rendu arbitrairement petit et on conclut

La suite (fngn)n⩾1 converge uniformément vers la fonction nulle.

Exercice 3 (***)

Soit (Pn)n une suite de polynômes réels.

1. On suppose que (Pn)n converge uniformément vers une fonction f sur R. Montrer que f
est polynomiale.

2. On suppose que (Pn)n converge uniformément vers une fonction f sur tout segment de
R. Le résultat précédent persiste-t-il ?

Corrigé : 1. Il existe un entier N tel que ∥Pn − f∥∞ ⩽ 1 pour n ⩾ N. Alors, pour n ⩾ N, on a

∥Pn − PN∥∞ ⩽ ∥Pn − f∥∞ + ∥f − PN∥∞ ⩽ 2

Ainsi, le polynôme Pn − PN est borné donc constant d'où Pn − PN = αn pour tout n ⩾ N. Puis

Pn − PN −−−→
n→∞

f − PN et Pn − PN = αn −−−→
n→∞

α

Par unicité de la limite, il s'ensuit que f = α + PN et on conclut

La fonction f est polynomiale.

2. Une telle fonction est clairement continue sur R. Soit f ∈ C 0(R,R). Soit n entier non nul.
D'après le théorème de Weierstrass, il existe Pn ∈ R[X] tel

∥Pn − f∥∞,[−n ;n ] ⩽
1

n

La suite de polynômes ainsi construite converge uniformément vers f sur tout segment puisque
tout segment est inclus dans [−n ;n ] à partir d'un certain rang. On conclut

Les fonctions solutions sont exactement les fonctions continues sur R.
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Exercice 4 (***)

Pour n entier non nul et f ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R), on pose

Sn(f) =

∫ 1

0

Ç∫ 1

0

. . .

Ç∫ 1

0

f

Å
1

n

n∑
i=1

xi

ã
dx1

å
dx2 . . .

å
dxn

1. Soit r ⩾ 0 et f(x) = e rx pour x ∈ [ 0 ; 1 ]. Montrer qu'il existe a ∈ [ 0 ; 1 ] tel que

Sn(f) −−−→
n→∞

f(a)

2. Soit f dé�nie par f(x) = P(ex) pour x ∈ [ 0 ; 1 ] avec P ∈ R[X]. Montrer

Sn(f) −−−→
n→∞

f(a)

3. En déduire que pour f ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R), on a

Sn(f) −−−→
n→∞

f(a)

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On suppose r > 0. Par propriété fondamentale de l'exponen-
tielle, on trouve

Sn(f) =

∫ 1

0

Ç∫ 1

0

. . .

Ç∫ 1

0

n

Π
i=1

e
r
n
xi dx1

å
dx2 . . .

å
dxn

On intègre successivement en x1, x2, . . . Il s'ensuit

Sn(f) =

Ç∫ 1

0

e
r
n
x dx

ån

=
(n
r

)n (
e

r
n − 1

)n
= exp

[
n
(
− ln

( r

n

)
+ ln e

r
n + ln(1− e− r

n )
)]

Avec le développement usuel eu = 1 + u+
u2

2
+ o(u2)

on obtient Sn(f) = exp

ï
n

Å
− ln

( r

n

)
+

r

n
+ ln

Å
r

n
− r2

2n2
+ o
Å

1

n2

ãããò
= exp

ï
r + n ln

Å
1− r

2n
+ o
Å
1

n

ããò
Le développement usuel ln(1− u) = u+ o(u) donne Sn(f) = exp

[
r − r

2
+ o(1)

]
et on conclut

Sn(f) −−−→
n→∞

f

Å
1

2

ã
Remarque : Le résultat vaut encore pour r = 0.

2. Soit n entier non nul. Par linéarité de l'intégrale, l'application Sn est une forme linéaire sur
C 0([ 0 ; 1 ] ,R) et par combinaison linéaire, on obtient

∀P ∈ R[X] Sn(P ◦ exp) −−−→
n→∞

P ◦ exp
Å
1

2

ã
3. Soit n entier non nul. Posons g(t) = f(ln t) pour t ∈ [ 1 ; e ]. Pour ε > 0, le théorème de
Weierstrass garantit l'existence de Pε ∈ R[X] tel que

∀t ∈ [ 1 ; e ] |Pε(t)− g(t)| ⩽ ε

Par suite, notant x = ln t, il vient
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∀x ∈ [ 0 ; 1 ] |Pε(e
x)− f(x)| ⩽ ε

Par commodité, on confond polynôme et fonction polynomiale. Notant ϕε = Pε ◦ exp, il su�t
alors d'écrire, par linéarité de Sn et par inégalité triangulaire,∣∣∣∣Sn(f)− f

Å
1

2

ã∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Sn(f − ϕε) + Sn(ϕε)− ϕε

Å
1

2

ã
+ ϕε

Å
1

2

ã
− f

Å
1

2

ã∣∣∣∣
⩽ |Sn(f − ϕε)|+

∣∣∣∣Sn(ϕε)− ϕε

Å
1

2

ã∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ϕε

Å
1

2

ã
− f

Å
1

2

ã∣∣∣∣
En appliquant n fois l'inégalité triangulaire, on a |Sn(f − ϕε)| ⩽ ε. D'après le résultat de la
question précédente, on peut trouver un seuil N tel que

∣∣Sn(ϕε)− ϕε(
1
2
)
∣∣ ⩽ ε. Par conséquent,

on a montré

∀ε > 0 ∃N ∈ N | ∀n ∈ N n ⩾ N =⇒
∣∣∣∣Sn(f)− f

Å
1

2

ã∣∣∣∣ ⩽ 3ε

On conclut Sn(f) −−−→
n→∞

f

Å
1

2

ã
Remarque : On a démontré un cas particulier de la loi faible des grands nombres pour des
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur [ 0 ; 1 ], à savoir

E
ï
f

Å
1

n

n∑
i=1

Xi

ãò
−−−→
n→∞

f (E(X)) avec X∼U[ 0 ;1 ] et E(X) =
∫ 1

0

x dx

Exercice 5 (**)

Soit f ∈ C 0([ a ; b ] ,R) et a ⩽ a1 < a2 < . . . < ap ⩽ b. Montrer

∃(Pn)n ∈ R[X]N
®
Pn → f uniformément sur [ a ; b ]

Pn(ak) = f(ak) ∀k ∈ [[ 1 ; p ]]

Corrigé : D'après le théorème de Weierstrass, il existe (Qn)n suite de polynômes tels que

∥Qn − f∥∞ −−−→
n→∞

0

On note (Lk)k∈[[ 1 ; p ]] les polynômes de Lagrange associés à (a1, . . . , ap) et on pose

∀n ∈ N Pn = Qn +
p∑

k=1

[f(ak)−Qn(ak)] Lk

Il s'agit bien d'une suite de polynômes et on a

∀i ∈ [[ 1 ; p ]] Pn(ai) = Qn(ai) +
p∑

k=1

[f(ak)−Qn(ak)] Lk(ai)︸ ︷︷ ︸
=δi,k

= Qn(ai) + f(ai)−Qn(ai) = f(ai)

En�n ∥Pn − f∥∞ ⩽ ∥Qn − f∥∞ +
p∑

k=1

∥f −Qn∥∞ × ∥Lk∥∞ −−−→
n→∞

0

Ainsi ∃(Pn)n ∈ R[X]N
®
Pn → f uniformément sur [ a ; b ]

Pn(ak) = f(ak) ∀k ∈ [[ 1 ; p ]]
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Exercice 6 (****)

On note NA(P) = Sup
t∈A

|P(t)| pour P ∈ R[X] avec A une partie non vide de R.

1. Déterminer une condition nécessaire et su�sante sur A pour que NA soit une norme sur
R[X].

On considère A et B des parties in�nies compactes de R distinctes.

Pour n entier, on pose fn(x) = n
d(x,A)

d(x0,A)
pour x ∈ R avec x0 ∈ B∖ A.

2. À l'aide de la fonction fn avec n entier, montrer que NA et NB ne sont pas des normes
équivalentes.

3. En déduire une condition nécessaire et su�sante sur A et B pour que NA et NB soient
équivalentes.

4. Généraliser le résultat précédent pour A et B des parties de R véri�ant la condition
obtenue à la première question.

Corrigé : 1. Supposons A �nie non vide. Alors le polynôme P(X) =
∏
λ∈A

(X−λ) véri�e NA(P) = 0

bien que P ̸= 0 puisque deg P > 0. Supposons A non bornée. Alors, l'ensemble {|t| , t ∈ A} est
non borné et on ne peut donc dé�nir NA(X). Ainsi, il est nécessaire d'avoir A in�nie et bornée.
Véri�ons le caractère su�sant de ces propriétés. Soit P ∈ R[X]. L'image d'une partie bornée par
une application continue est bornée donc {|P(t)| , t ∈ A} est une partie non vide bornée de R
qui admet donc une borne supérieure. Ainsi, la quantité NA(P) est bien dé�nie. Puis

NA(P) = 0 =⇒ ∀t ∈ A P(t) = 0

Ainsi P admet une in�nité de racines ce qui implique qu'il s'agit du polynôme nul. Les autres
propriétés de norme étant véri�ées sans di�cultés, on conclut

NA est une norme sur R[X] ⇐⇒ A est une partie bornée et in�nie de R

2. Fixons n entier. Soit un segment [α ; β ] contenant A∪B. D'après le théorème de Weierstrass
appliqué à fn continue sur R donc en particulier sur [α ; β ], on dispose Pn ∈ R[X] tel que
∥Pn − fn∥∞,[α ;β ] < 1. D'où, par dé�nition de fn et par choix de [α ; β ]

∥Pn − fn∥∞,A = NA(Pn) ⩽ ∥Pn − fn∥∞,[α ;β ] < 1 et ∥Pn − fn∥∞,B ⩽ ∥Pn − fn∥∞,[α ;β ] < 1

Par inégalité triangulaire inverse, on obtient

NB(Pn) = ∥Pn∥∞,B ⩾ |∥Pn − fn∥∞,B − ∥fn∥∞,B| ⩾ ∥fn∥∞,B − 1 ⩾ n− 1

Ainsi ∀n ⩾ 2
NA(Pn)

NB(Pn)
<

1

n− 1
−−−→
n→∞

0

S'il existe x0 ∈ B∖ A, les normes NA et NB ne sont pas équivalentes.

Variante : On peut aussi �xer n = 1 et agir sur la qualité d'approximation fournie par le
théorème de Weierstrass. On a

∀ε ∈ ] 0 ; 1 [ ∃Pε ∈ R[X] | ∥Pε − f1∥∞,[α ;β ] < ε

En procédant comme ci dessus, on obtient

NA(Pε) < ε et NB(Pε) ⩾ 1− ε

d'où NA(Pε) −−→
ε→0

0 et NB(Pε) ̸−−→
ε→0

0
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ce qui contredit l'équivalence des normes.

3. On en déduit que si NA et NB sont équivalentes, alors B ⊂ A et par symétrie des rôles A ⊂ B.
La réciproque est immédiate et on a donc montré

Pour A et B parties compactes in�nies de R NA ∼NB ⇐⇒ A = B

4. Comme A ⊂ Ā, il s'ensuit NA ⩽ NĀ. Soit P ∈ R[X]. Pour a ∈ Ā, il existe (an)n à valeurs dans
A telle que an → a. Par continuité de t 7→ |P(t)|, il vient

|P(an)| −−−→
n→∞

|P(a)| et |P(an)| ⩽ NA(P)

d'où ∀a ∈ Ā |P(a)| ⩽ NA(P)

Par conséquent, on a NĀ ⩽ NA et donc NA = NĀ et de même avec B. Les parties Ā et B̄ étant
in�nies, bornées et fermées donc compactes, il s'ensuit d'après le résultat qui précède

Pour A et B parties bornées in�nies de R NA = NĀ ∼NB̄ = NB ⇐⇒ Ā = B̄
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