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Feuille d'exercices n°44

Exercice 1 (**)

Soit une suite (fn)n ∈ F (X,R)N qui converge uniformément vers f . Montrer que

fn
1 + f 2

n

CU−−−→
n→∞

f

1 + f 2

Exercice 2 (**)

Soit f ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R) telle que
∫ 1

0

f(t)tn dt = 0 pour tout n entier. Montrer que f = 0.

Exercice 3 (**)

Soit f ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R) et (Pn)n ∈ RN[X]
N telle que Pn

CS−−−→
n→∞

f . Montrer

Pn
CU−−−→

n→∞
f

Exercice 4 (**)

On pose ∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] fn(x) = xn sin(πx)

Étudier le mode de convergence de la suite (fn)n.

Exercice 5 (***)

On pose ∀(n, x) ∈ N× R fn(x) = sin(x)n cos(x)

Étudier le mode de convergence de la suite (fn)n.

Exercice 6 (***)

On pose ∀(n, x) ∈ N∗ × R+ fn(x) =
(
1− x

n

)n

1[ 0 ;n ](x)

Étudier le mode de convergence de la suite (fn)n.

Exercice 7 (***)

Soit (un)n une suite de fonctions k-lipschitzienne sur [ 0 ; 1 ] avec k > 0. Montre que si (un)n
converge simplement, alors elle converge uniformément sur [ 0 ; 1 ].
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Exercice 8 (***)

Soit (Pn)n une suite de fonctions dé�nies sur [ 0 ; 1 ] par

∀x ∈ [ 0 ; 1 ] P0(x) = 0 et ∀n ∈ N Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2
(x− P2

n(x))

1. Établir ∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] 0 ⩽
√
x− Pn(x) ⩽

√
x

Å
1−

√
x

2

ãn
2. En déduire que (Pn)n converge uniformément vers x 7→

√
x sur [ 0 ; 1 ].

3. Construire une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément vers x 7→ |x|
sur [−1 ; 1 ].

Exercice 9 (***)

On dé�nit la suite de fonctions (un)n sur [ 0 ; 1 ] par

∀x ∈ [ 0 ; 1 ] u0(x) = 1 et ∀n ∈ N un+1(x) = 1 +

∫ x

0

un(t− t2) dt

1. Montrer ∀(x, n) ∈ [ 0 ; 1 ]× N 0 ⩽ un+1(x)− un(x) ⩽
xn+1

(n+ 1)!

2. En déduire la convergence simple de (un)n.

3. Montrer que (un)n converge uniformément vers u non nulle solution de u′(x) = u(x−x2).

Exercice 10 (***)

Soit f ∈ Cpm([ a ; b ] ,R).

1. Étudier le comportement asymptotique de
∫ b

a

f(t)e int dt pour n → +∞.

2. En déduire les comportements de de
∫ b

a

f(t) cos(nt)dt et
∫ b

a

f(t) sin(nt)dt pour n → +∞.

Exercice 11 (****)

Soit f ∈ Cpm([ a ; b ] ,K). Déterminer

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(t) |sin(λt)| dt

2


